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Exercices récapitulatifs de probabilités



discrètes



Enoncés et solutions : chapitres 2 & 3.


Jean-Charles JACQUEMIN
Professeur



(2)Ce document, qui à terme comportera plus de 100 exercices récapitulatifs et une
 (ou plusieurs) proposition(s)  de solution pour chacun d’eux, doit être utilisé
 comme   un   outil   de   contrôle   de   sa   propre   démarche   dans   la   résolution   des
 problèmes de probabilité se trouvant en fin de section ou chapitre et également à
 la fin des notes de cours.


Il est de première importance d’essayer de résoudre d’abord les exercices
 avant de consulter les suggestions de correction.


Je tiens à remercier ici tous les assistants du cours depuis que je l’enseigne, et en
 particulier   Eric   Toulemonde,   Anne-Sophie   Brasselle,   Christine     Marsigny   et
 Ghislaine   Bauwens,   qui   par   leur   remarques   et   suggestions   ont   apporté   des
 améliorations  significatives   aux   énoncés   ainsi   qu’à   certaines   propositions  de
 solution.


Les  générations  passées   d’étudiants  ont  inspiré   également   chaque   année   des
 améliorations et leurs réactions ont également permis d’affiner le texte.


N.B. Le texte contiendra au fur et à mesure de sa finalisation quelques liens
hypertexte de la table  des matières vers l’énoncé  et le corrigé de  l’exercice
considéré.



(3)Table des matières
 Chapitre 2


Exercice 2.1
 Exercice 2.2
 Exercice 2.3
 Exercice 2.4
 Exercice 2.5
 Exercice 2.6
 Exercice 2.7
 Exercice 2.8
 Exercice 2.9
 Exercice 2.10
 Exercice 2.11
 Exercice 2.12


Chapitre 3


Exercice 3.1
Exercice 3.2
Exercice 3.3
Exercice 3.4
Exercice 3.5
Exercice 3.6
Exercice 3.7
Exercice 3.8
Exercice 3.9
Exercice 3.10
Exercice 3.11
Exercice 3.12



(4)Annexe au chapitre 2    : Exercices récapitulatifs 
 Exercice 2.1 : 


On tire une carte d’un jeu de 32 cartes. Soit A = « Tirer un cœur » et B = «Tirer 
 un as ».


Prouver que A et B sont indépendants.


Pour montrer l’indépendance,  on doit donc prouver (définition statistique  de
 l’indépendance) queP(A/B) = P(A) = P(AB)/ P(B)ou P(AB) = P(B).P(A).


L’approche classique va être utilisée pour calculer les probabilités de  A,  B  et
 AB.


P(AB) est la probabilité de l’événement : « Tirer un as de cœur. » = 321  ; P(A)


= 328 41  et P(B) = 324 81 .(Formules de Laplace)


Donc P(B).P(A) = 41.81321  = P(AB). A et B sont donc indépendants.



(5)Exercice 2.2


Une usine fabrique des pièces en grande série, en deux phases indépendantes. La
 première phase est susceptible de faire apparaître un défaut X et la seconde un
 défaut Y.


Une pièce peut présenter le défaut X dans 2% des cas et le défaut Y dans 8% des
 cas.


Quelle est la probabilité qu’une même pièce tirée au hasard :
 a) présente les deux défauts ? P(A) ? 


b) présente au moins l’un des deux défauts ? P(B) ?
 c) présente un et un seul des deux défauts ? P(C) ?
 d) ne présente aucun des deux défauts ? P(D) ?


N.B. Il est utile de représenter graphiquement (via des diagrammes de Venn) les
 événements dont on cherche la probabilité ; de montrer que si un événement X et
 un événement  Y  sont indépendants, leurs complémentaires le sont également
 ainsi que de développer les solutions de façon alternative via un diagramme en
 arbre.


Solution :


Quelle est la probabilité qu’une même pièce tirée au hasard :
 a) présente les deux défauts ? P(A) ? 


Soit : X : « La pièce présente le défaut X » ; Y : « La pièce présente le défaut Y ».


Alors : P(X) = 0,02 ; P(Y) = 0,08 ; P(X ) = 0,98 ; P(Y ) = 0,92. 


X et Y sont indépendants de même que X  et Y . 
 Preuve    :  


Si X et Y sont indépendants, 


P(XY) = P(X).P(Y) et P(X ) = 1 - P(X) et P(Y ) = 1 - P(Y).


Si X  et Y  sont indépendants, 


P(X  Y ) = P(X ).P(Y ) = (1 - P(X)).(1 - P(Y)) = 1 - P(X) - P(Y) + P(X).P(Y).


Or (X  Y ) = ~(XY) (Loi de de Morgan)et P(XY) = P(X) + P(Y) - P(X).P(Y).


Donc P(~(XY)) = 1 - P(XY) = 1 - P(X) - P(Y) + P(X).P(Y) =   P(X  Y ).


q.e.d.


Donc P(A) = P(X et Y) = P(XY) = P(X).P(Y) = 0,02 . 0,08 = 0,0016.


b) présente au moins l’un des deux défauts ? P(B) ?


P(B) = 1 - P(X  Y ) = 1 - P(X ).P(Y ) = 1 - (0,98 .0,92) = 0,0984.



(6)c) présente un et un seul des deux défauts ? P(C) ?


P(C) = P(X ou(excl.) Y) = P(XY) - P(XY) = P(X) + P(Y) - 2 . P(XY) 


= 0,02 + 0,08 - (2 .(0,02 . 0,08))


= 0,10 - 0,0032 = 0,0968.


ou


P(C) = P(B) - P(A) = 0,0984 – 0,0016 = 0,0968.


ou


P(C) = P(X et Y ) ou (excl.) P(X et Y )  = P(X  Y ) + P(X  Y ) :
 en effet P(X et Y )  P(X et Y ) = P(X  Y ) (X  Y ) = ,
 donc P(C) = 0,02 . 0,92 + 0,08 . 0,98 = 0,0968.


d) ne présente aucun des deux défauts ? P(D) ?
 P(D) = 1 – P(B) = 1 - 0,0984 = 0,9016.


ou


P(D) = P(X et Y ) = P(X  Y ) = P(X ) . P(Y ) = 0,98 .0,92 = 0, 9016.


DEVELOPPEMENT EN ARBRE


X


X


Y


Y


0,98


0,02 0,92


0,92
 0,08


0,08


Y


Y



(7)Exercice 2.3


Une machine industrielle comprend trois organes de fonctionnement. Si l’un
 d’entre   eux   présente   une   défaillance,   la   machine   tombe   en   panne.   Les
 défaillances possibles de ces organes sont indépendantes et les probabilités de
 défaillance sont respectivement 0,02, 0,05 et 0,10.


Quelle est la probabilité que la machine tombe en panne ? P(D) ? 
 Soit A,B, C, les événements : « L’organe i fonctionne, i = A, B, C. ».


Donc D = ABC .


Donc  A,B,C   correspondent   à   l’événement :   « L’organe   i   est   tombé   en
 panne. ».
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N.B.  IMPOSSIBLE par P(D)P(ABC)]P(A)P(B)P(C)
          = 0,02 + 0,05 + 0,10 = 0,17.


car A, Bet C ne sont pas incompatibles entre eux.


Exercice 2.4


Une  machine automatique comprend trois organes notés O1, O2 et O3. Les
 organes O1 et O2 sont interchangeables : si l’un d’eux est défectueux, l’autre
 prend   le   relais ;   par   contre,   l’organe   O3   est   indépendant   de   O1   et   O2.   La
 machine tombe en panne si O1 et O2 ou O3 sont défectueux. 


On désigne par A, B, C respectivement les événements suivants « O1, O2, O3
 est défectueux. ». 


Calculer la probabilité que la machine tombe en panne, P(D), en fonction des
 probabilités d’événements qui soient des réunions des événements élémentaires
 A, B et C. 


Solution    :  


D = (AB)C = (AC)(BC).


Et D désignera l’événement : « La machine fonctionne. »  DC(AB).


 P(D)= [1-P(C)].[1-P(A).P(B)] = 1- P(A).P(B) - P(C) + P(A).P(B).P(C).


 P(D)= 1- P(D)= P(A).P(B) + P(C) - P(A).P(B).P(C).



(8)Exercice 2.5


Un système de chauffage central au fioul comporte une pompe et un brûleur
 montés en série. Ces deux éléments peuvent tomber en panne durant l’hiver.


Tout le système s’arrête si l’un des deux éléments est en panne.


a. Supposons que le système ait été activé pendant un hiver et qu’un résultat
 (x,y) soit enregistré : x = 0 si la pompe fonctionne durant tout l’hiver sans
 défaillance,   autrement   x   =   1 ;   de   même   y   =   0   si   le   brûleur   fonctionne
 correctement, autrement y = 1.


Décrivez et représentez graphiquement : 


- en compréhension et en extension l’espace d’échantillonnage associé à cette
 épreuve ; 


S = {(0,0), (1,0), (0,1), (1,1)} ou S = {(x,y)  x = 0,1 et y = 0,1}.


Représentation graphique :


- en extension, les événements suivants :


- B = « Le brûleur tombe en panne durant l’hiver » ;
 B = {(0,1), (1,1)}.


- P = « La pompe tombe en panne durant l’hiver » ;
 P = {(1,0), (1,1)}.


P       B


S


x=1 y=1


S


x=1 y=1


S


P B



(9)C= « Le système de chauffage passe l’hiver sans panne ».


C = {(0,0)}.


- Donnez en plus de la description en extension, la signification et/ou la
 définition des événements suivants :


- PB ; 


PB = {(1,1)} = «La pompe et le brûleur tombent tous deux en panne
 durant l’hiver ».


- PB ;


PB   = {(1,0), (0,1), (1,1)} = «Le système est tombé en panne durant
 l’hiver ».


- CP;


CP =   , il est  impossible pour le système de fonctionner tout l’hiver
 (C)   quand   la   pompe   a   connu   une   défaillance   (P).   Ces   deux
 événements sont dits disjoints.


- PC.


PC est facile à vérifier, on dit que P implique C  : en effet si la pompe
 casse, le système ne fonctionne pas.


b) La probabilité de panne de la pompe est P(P) et celle du brûleur, P(B), les
 pannes sont indépendantes. Si P(P) = 0,10 et P(B) = 0,05.   


Quelle est la probabilité :


- que l’on ait froid pendant l’hiver ?


PB   = {(1,0), (0,1), (1,1)} = «Le système est tombé en panne durant
 l’hiver. »


= P(P) + P(B) – P(PB) = P(P) + P(B) – P(P) . P(B) = 0,10 + 0,05 –
 0,10 . 0,05 = 0,145.


- que l’on doive réparer simultanément les deux composants du système ?
 P(PB) = P(P) . P(B) = 0,10 . 0,05 = 0,005.


 B
 C


S


P



(10)Exercice 2.6


Dans une population de jeunes, il y a 40% de fumeurs et 30% atteints par une
 maladie respiratoire. Parmi les fumeurs 60% sont atteints par la maladie.


Quelle   est   la   probabilité   pour   que   quelqu’un   atteint   par   la   maladie   soit
 également fumeur ? (N.B. Modélisez la résolution du problème d’au moins deux
 façons différentes).


Soit F = « Etre fumeur. ». P(F) = 0,4.


Soit M = « Etre malade. ». P(M) = 0,3.


Et P(M/F) = 0,6.


Soit NF = «  Etre non fumeur. » et NM = « Etre en bonne santé. ».


P(F/M) = P(PM(M)F) P(MP/(FM).)P(F) 0,60,30,40,8.
 SOLUTION PAR LE DIAGRAMME EN ARBRE


En noir, données de l’énoncé et de la théorie


Probabilités
 jointes


  P(F/M) =  P(PM(M)F)P(MP/(FM).)P(F)0,240,240,060,8.


F


M


M
 NM


NM
 0,40


0,60


0,60


0,40


0,24


0,16


0,30 – 0,24 = 0,06


0,70 – 0,16 = 0,54
 0,06/0,60 = 0,10


1- 0,10 = 0,90


NF



(11)Exercice 2.7


Un circuit particulier dans un système de sécurité d’un avion ne fonctionne que
 si les composants C1 et C2 ne tombent pas en panne. Il suffit qu’un seul soit en
 panne pour que le circuit ne fonctionne pas


C1 tombe en panne avec une probabilité 1 (0<1<1) et C2 avec une probabilité


2 (0<2 <1).


Les pannes de C1 et de C2 sont indépendantes.


a) Le circuit de base est représenté infra. 


Quelle est la probabilité que le circuit tombe en panne ? 
 Soit A = « C1 tombe en panne. » ;


Soit B = « C2 tombe en panne. » ;


Soit C = « Le circuit tombe en panne. ».


P(C) = P(AB) = P(A) + P(B) – P(AB) = 1 + 2 - 1.2  ,


Ou  P(AB) = 1 – P(AB) ; or P(A) = 1 -  1  et P(B) =  1 -  2, 
 donc P(C) = 1 – [(1 -  1) . (1 -  2)] = 1 + 2 - 1.2  ,


avec 0 < P(C) < 1.


b) On réplique le circuit pour assurer une meilleure sécurité selon le schéma
 suivant :   


Quelle est la probabilité que le circuit tombe en panne ? 


C1 C2


C1a C2a


C1b C2b



(12)Soit A = « C1a tombe en panne. » ;


Soit  B  =   « C2a   tombe   en   panne. » ;  AB  =  F  =   « Le   circuit   a   tombe   en
 panne. » ;


Soit D = « C1b tombe en panne. » ;


Soit  E  =   « C2b   tombe   en   panne. » ;  DE  =  G  =   « Le   circuit   b   tombe   en
 panne. » ;


Soit C* = « Le circuit tombe en panne. ».


P(C*) = P[(AB) (DE)]  = P(FG) = P(F) . P(G)


Or P(F) = P(G) = P(AB) = P(C) = 1 – [(1 -  1) . (1 -  2)], avec 0 < P(C) < 1.


Donc P(C*) = P(C)² = {1 – [(1 -  1) . (1 -  2)]}², 
 donc P(C*) < P(C), puisque P(C) < 1.


c) On améliore ensuite la redondance en la câblant comme suit :


Quelle est la probabilité que le circuit tombe en panne ? 
 Soit H = BE


Soit C° = « Le circuit tombe en panne. ».


P(C°) = P[(AD)  (BE)] = P{[(AB) (AE)]  [(DB) (DE)]}


Preuve : 


 [(AD)  (BE)] = (AD) H =(AH)  (DH) par distributivité ;


= [A(BE)]  [(D(BE)] par définition de H. 


= [(AB) (AE)]  [(DB) (DE)] par distributivité.


Or tous les événements entre parenthèses sont indépendants et la probabilité de 
 chacun vaut P(C).


Donc P(C°) = P(C) . P(C) . P(C) . P(C) = P(C*)², et donc P(C°) < P(C*) < P(C).


C1a C2a


C1b C2b



(13)Exercice 2.8


Dans   la   classe   de   6ème  B,   25%   des   élèves   n’ont   pas   réussi   l’épreuve   de
 mathématiques, 15% celle de chimie, et 10% des élèves n’ont pas réussi en
 chimie ni en maths.


Un élève est choisi au hasard.


a) S’il n’a pas réussi chimie, quelle est la probabilité qu’il n’ait pas réussi
 en maths ?


Soit M = « L’élève a un échec en maths. » ; 
 et C = « L’élève a un échec en chimie. ».


Donc P(M) = 0,25 ; P(C) = 0,15 ; P(MC) = 0,10.


On cherche P(M/C) = P(MP(C)C) 00,,1015 32.


b) S’il n’a pas réussi les maths, quelle est la probabilité qu’il n’ait pas aussi
 réussi en chimie ?


On cherche P(C/M) = P(PC(MM) ) 00,,1025  52.


c) Quelle   est   la   probabilité   qu’il   ait   au   moins   un   échec   dans   les   deux
 branches ?


P(MC) = P(M) + P(C) - P(MC) = 0,25 + 0,15 - 0,10 = 0,3.



(14)Exercice 2.9


L’entreprise de Mr Dupont organise un goûter pour ceux des employés ayant au
 moins un fils. Chacun de ces employés est invité à se présenter avec son aîné.


On sait que Dupont a deux enfants et il est invité au goûter.


Quelle est la probabilité que ses enfants soient tous deux des garçons ?


[On suppose que l’ensemble élémentaire est S = {(g,g), (g,f), (f,g), (f,f)} et que
 tous ces événements sont équiprobables, (f,g) signifie que l’enfant premier-né
 est une fille, l’enfant cadet, un garçon, etc.]


Soit E = {(g,g)} et F = {(g,g), (g,f), (f,g)}.


On cherche P(E/F) = P(EF)/P(F) =  31.
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Exercice 2.10


Monica hésite entre suivre un cours d’anglais et en suivre un en chimie. Comme
 elle préfère la chimie, elle estime à 1/2 la probabilité d’obtenir une distinction en
 anglais contre 2/3 dans le cas de la chimie. Totalement indécise, elle joue sa
 décision sur le résultat du lancer d’une pièce équilibrée.


Quelle est la probabilité que Monica obtienne une distinction en chimie ?
 Soit D = « Obtenir une distinction. » ; et C = « Choisir le cours de chimie. ».


On cherche P(DC) = P(D/C) . P(C) = 32.21 31.



(15)Exercice 2.11


Une   urne   contient   8   boules   rouges   et   4   boules   blanches   indiscernables   au
 toucher. Deux boules sont tirées sans remise.


Quelle est la probabilité que l’on tire deux boules rouges ?
 (N.B. Utilisez trois méthodes différentes de solution)
 Solution :


Soit R1 = « Obtenir une boule rouge au premier tirage. »
 et 


R2 = « Obtenir une boule rouge au deuxième tirage. ».


1. On cherche P(R1R2) = P(R2/R1) . P(R1) = 117.128 14330,424.
 2. Ou (formule de Laplace) :


# cas possibles : C122  212!10!!122.1166.


# cas favorables : C82  28!8!! 82.7  28.


P(R1R2) = ## 2 6628 1433 0,424
 12


2


8   


 C
 C
 possibles
 cas


favorables


cas .


3. Ou (diagramme en arbre) :


Soit B = « Obtenir une boule blanche. ».


Probabilités jointes


R


R


R
 B


B
 B


2/3


1/3


7/11


4/11


8/11


3/11


14/33


8/33
 8/33


3/33



(16) Exercice 2.12


La banque CETONFRIK possède 500 micro-ordinateurs de technologie « soft-
 fail » reliés en réseau. Cette technologie se caractérise par la présence de deux
 processeurs P1 et P2 qui permettent à la machine de fonctionner tant que l’un
 d’entre eux est en état de fonctionnement et pour autant que l’unité disque soit
 également   en   état   de   fonctionnement.   Les   probabilité   de   défaillance   de   ces
 matériels sont respectivement de 2% pour les unités disque, de 1 % pour les
 processeurs de type P2 et 0 ,5% pour les processeurs de type P1.


a) Combien d’ordinateurs peut-on espérer voir fonctionner à tout moment ?
 Posons :


- F = « L’ordinateur fonctionne . »


- D  = « L’unité disque est en état de marche. », P(D) = 1-P(D_)= 1- 0,02 =
 0,98.


- P1 = « Le processeur P1 est en état de marche. », P(P1) = 1-0,005 = 0,995.


- P2 = « Le processeur P2 est en état de marche. », P(P2) = 1-0,01 = 0,99.


On cherche P(F), or F = 

D
P1P2 
,

 donc F = DP1(DP2) (aires A, B, C).


Donc P(F) = P[DP1(DP2)] = P(DP1) + P(DP2) – P(DP1 DP2)


=   P(DP1)   +   P(DP2)   –   P(DP1  P2)   =   P(D).P(P1)   +   P(D).P(P2)   -
 P(D).P(P1).P(P2). 


= 0,98. 0,995 + 0,98. 0,99 - 0,98.0,995.0,99 = 0,9751 + 0,9702 – 0,965349 =
 0,979951.


Donc   500   x   0,979951   =   489,9755   c’est-à-dire   489   ou   490   ordinateurs
 fonctionneront à tout moment.


D


P2
 P1 B


A


C



(17)L’ordinateur fonctionne grâce
 à un et un seul processeur.


b) Quelle   est   la   probabilité   qu’un   ordinateur   tiré   au   hasard   fonctionne
 grâce à un et un seul des deux processeurs ?


Soit F/1P = « L’ordinateur fonctionne avec un et seul processeur en état de 
 marche. »


P(F/1P) = P{[(DP1)(DP2)]/(DP1P2)} =


P(DP1) + P(DP2) - P[(DP1)(DP2)] - P(DP1P2) 


=


P(DP1) + P(DP2) – 2.P(DP1P2) =


(0,98 . 0.995) + (0,98 . 0,99) – 2. (0,98 . 0,995 . 0,99) =
 0,9751 + 0,9702 – 2 .0,965349 = 0,01460.


Les 2 processeurs et
 le disque
 fonctionnent.


D  P1


L’ordinateur
 fonctionne.


L’ordinateur
 fonctionne malgré


la panne de P1.



(18)Annexe au chapitre 3    : Exercices récapitulatifs (solutions) 
 Exercice 3.1


On pose une question au hasard à une personne dans une population comptant
 une proportion p de tricheurs.


On admet que si cet individu est tricheur, il connaît d’avance la réponse ; sinon
 il a une chance sur 12 de répondre correctement.


a) Quelle   est   la   probabilité   que   le   candidat   choisi   connaisse   la   bonne
 réponse ?


b) Sachant   que   le   candidat   a   répondu   correctement,   quelle   est   la
 probabilité qu’il ait triché ? (Résoudre de deux façons différentes.)


c) Dessinez une abaque de la probabilité que le candidat a d’être tricheur
 s’il   a   bien   répondu   en   fonction   de   la   proportion   de   tricheurs   dans   la
 population. 


N.B. Pour la résolution, poser :


B = « Le candidat a bien répondu. » et T = « C’est un tricheur. ».


Noter : (B,B) et (T,T ) sont des S.C.E.


Solution : 


On sait que : P(B/T).= 1 ; P(T) = p ; P(B/T ).= 121  ; P(T ) = (1 – p).


On cherche : a) P(B) et b) P(T/B).


a) P(B) = (LPT) P(B/T).P(T) + P(B/T ). P(T ) = 1.p + 121 .(1-p) = 11211p.
 b) – Par la formule de Bayes :


P(T/B) =  1 11p


p
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 12


p
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 – Par un diagramme en arbre :


T


B


B
  p


 1-p


1


 0
 1/12


 11/12


 p


 0
 (1-p)/12


(1-p).11/12


T


B
B



(19)c) Abaque de la probabilité  que le candidat a d’être tricheur s’il a bien
 répondu en fonction de la proportion de tricheurs dans la population (p).


Abaque


0,00
 0,10
 0,20
 0,30
 0,40
 0,50
 0,60
 0,70
 0,80
 0,90
 1,00


0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
 p


Pr "T/B" en fonction de p



(20)Exercice 3.2


Une urne contient 9 jetons numérotés de 1 à 9. On en sort deux sans en noter les
 numéros .


a) Quelle est la probabilité qu’un troisième jeton tiré de l’urne soit pair ?
 P.N.  La   difficulté   de   ce   problème   est   sa   modélisation   plus   complexe.


Particulièrement celle des conditions. Le choix qui a été fait infra a été de les
 décrire en extension sur base de deux événements élémentaires :


JP = « Tirer un jeton pair. » et JI = « Tirer un jeton impair. » = JP.


Pour décrire complètement les conditions auxquelles est soumis le résultat de
 l’épreuve :   « Tirer   le   3è  jeton. »,   nous   définissons   les   événements   composés
 suivants :


A1=JP,JP ; A2=JI,JI ; A3=JP,JI ; A4=JI,JP.Avec {Ai ; i=1, 2, 3, 4}un SCE.


et B = «Le 3è jeton tiré est pair. ». 


Donc (LPT)  
 


 








 4


1


4
 1


)
 (
 P
 ).


/
 (
 P
 )
 (


P
 )
 (
 P


i i


Ai
 Ai


B
 Ai


B


B .


Or (Laplace)


P(A1) = 9483 et P(B/A1) = 72  ; P(A2) = 95 84 et P(B/A2) = 74  ;
 P(A3) = 9485 et P(B/A3) = 73  ; P(A4) = 95 84 et P(B/A4) = 73.
 Donc P(B) = 4.3.259.4.8.4.74.5.3.2 3109.715 928.7  94.


b) Quelle est la probabilité que les trois jetons soient impairs si l’un des 
 trois l’est ? 


Soit A = « Les trois jetons sont impairs. » = (JI, JI, JI).


Soit B = « Un des trois jetons est impair. » = (JIII)(IJII)(IIJI) ; 
 I=JPJI


Or B(JP,JP,JP) doncP(B)1P(B) etP(B) 94..83..72 633 211  (Laplace)
 On cherche P(A/B) = P(PA(B)B)


or A  B = A puisque A  B (A  B) etP(A)95.84.73  425 .
 Donc P(A/B) = 
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(21)Exercice 3.3


En Europe occidentale, 5% des garçons et 0,25% des filles naissent daltoniens. 


51% des naissances concernent des garçons.


a) Quelle   est   la   proportion   de   garçons   dans   la   population   des   bébés
 daltoniens ?


Soit D = « Etre daltonien » ; G = « Etre un garçon » et F = « Etre une fille ».


On cherche P(G/D) 


Par la formule de Bayes : P(G/D) = P(D/G).PP(D(G/G)).PP((DG/)F).P(F)
 Or P(G) = 0,51 ; donc P(F) = 0,49 puisque (G,F) est un SCE ;²
 P(D/G) = 0,05 et P(D/F) = 0,0025.


Donc P(G/D) = 0,05.0,510,05.00,0025,51 .0,49 0,0026725,0255 0,954
 b) Quelle est la proportion d’enfants daltoniens dans le total ? 
 N.B. : (G,F) est un SCE.


On cherche P(D) = (LPT) P(D/G).P(G)P(D/F).P(F) 0,026725  2,5%.



(22)Exercice 3.4


La compagnie d’assurance SECOURT-SERTAIN propose des primes réduites à
 ses clients à faible risque. Elle a donc réparti la population en deux classes :
 ceux qui sont enclins aux accidents et ceux qui ne le sont pas. Ses statistiques
 montrent qu’un individu enclin aux accidents a une probabilité de 0,4 d’en avoir
 un au cours d’une année, alors que cette probabilité tombe à 0,2 pour les gens à
 faible risque. On suppose que 30% de la population appartient à la classe à haut
 risque.


Solution :


a) Quelle est la probabilité qu’un nouvel assuré  soit victime d’un accident
 durant la première année de son contrat ?


Soit :


A1 = « Le nouvel assuré aura un accident au cours de la première année. » ;
 HR = « Le nouvel assuré fait partie de la classe à haut risque. » ;


FR = « Le nouvel assuré fait partie de la classe à faible risque. ».


P(A1) = P(A1/HR).P(HR) + P(A1/FR).P(FR) = (0,4.0,3) + (0,2.0,7) = 0,12 +
 0,14 = 0,26.


b) Quelle est la probabilité qu’il fasse partie de la classe à haut risque s’il est
 victime d’un accident dans l’année qui suit la conclusion de son contrat ?
 P(HR/A1) = P(HRA1)/ P(A1) = P(A1/HR).P(HR)/ P(A1) = (0,4.0,3) / 0,26 =
 6/13.


c) Quelle est la probabilité conditionnelle pour un nouveau client d’avoir un
 accident durant la deuxième année de son contrat s’il a eu un accident
 durant la première année ?


Soit  A2  =   « Le   nouvel   assuré   aura   un   accident   au   cours   de   la   deuxième
 année ».


On peut conditionner sur le fait que le client peut être à haut risque ou non.


P(A2/A1) = P(A2/HRA1) .P(HR/A1)  +  P(A2/FRA1) . P(FR/A1) =


4/10 . 6/13  +  2/10 . 7/13 = 


24/130  +  14/130 = 38/130 


 0,292.



(23)Exercice 3.5


Chacun de deux petits meubles identiques a deux tiroirs. Le meuble A contient
 une   pièce d’argent dans chaque tiroir, le meuble B ayant une pièce d’argent
 dans un tiroir et une pièce d’or dans l’autre. On désigne un des deux meubles au
 hasard, on ouvre l’un de ses deux tiroirs et on y découvre une pièce d’argent.


a) Quelle est la probabilité que ce soit le meuble A qui a été  choisi ?
 Soit A1 = « Découvrir une pièce d’argent dans un des deux tiroirs. ».


Soit A2 = « Découvrir une pièce d’argent dans l’autre tiroir. ».


Soit O2 = « Découvrir une pièce d’or dans l’autre tiroir. ».


Soit A = « Choisir le meuble A. ».


Soit B = « Choisir le meuble B. ».


On cherche P(A/A1) = P(AA1)/P(A1)=
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b) Quelle est la probabilité qu’il y ait une pièce d’argent dans l’autre tiroir ?
 On cherche P(A2/A1) = P(A2/ AA1)/P(A/A1) + P(A2/ BA1)/P(B/A1) =


3
 2
 3
 .1
 3 0
 .2


1   .


c) Quelle est la probabilité qu’il y ait une pièce d’or dans l’autre tiroir ?
 On cherche P(O2/A1) = P(O2/ AA1)/P(A/A1) + P(O2/ BA1)/P(B/A1) =


3
 1
 3
 .1
 3 1
 .2


0   .



(24)Exercice 3.6


On sait que globalement 98% des bébés survivent à l’accouchement. Cependant
 15% des naissances se font par césarienne, dans ce dernier cas, le taux de survie
 des nouveaux nés est de 96.%.


a) Si, dans la population, une femme enceinte est choisie au hasard n’accouche
 pas   par   césarienne,   quelle   est   la   probabilité   que   son   bébé   survive ?   (Deux
 méthodes de solution).


Soit S = « Le bébé survit. » et C = «L’accouchement se fait par césarienne. ».


P(S) = 0,98 P(S)=0,02. P(S/C) = 0,96.


P(C) = 0,15  P(C)=0,85. P(S/C) = 0,04.


On cherche P(S/C) ; or par la loi des probabilités totales :


P(S) = P(S/C) .P(C) + P(S/C ) . P(C )  0,98 = 0,96 . 0,15 +  P(S/C) . 0,85.


 P(S/C )  = 0,9800,,85960,150,9835.
 Autre méthode    : le diagramme en arbre    :  


Calcul des probabilités jointes et conditionnelles :


P(CS) = 0,144 = 0,15 * 0,96. P(CS) = 0,006 = 0,15 * 0,04.


P(CS) = 0,836 = 0,98 – 0,144. P(S/C)  = 0,9835 = 0,836/0,85.


P(S/C)  = 0,0165 = 1 – 0,9835. P(CS) = 0,014 = 0,85 * 0,0165.


b) Si, dans la population des bébés nés ce jour et survivants, on en choisit un au
 hasard, quelle est la probabilité qu’il soit né par césarienne ?


On cherche P(C/S) = P(S/PC(S).)P(C)  0,960,98.0.150,14694.


C


C


S


S


S


S


0,15


0,85


0,96
 0,04
 0,9835


0,0165


0,144
0,006
0,836
0,014



(25)Exercice 3.7


Dans cette population, on sait que 36% des ménages possèdent un chien et 30%


un chat. On sait également que 22% des ménages qui possèdent un chien ont
 aussi un chat.


a) Quelle est la probabilité qu’un ménage tiré au hasard dans cette population
 possède à la fois un chien et un chat ?


Soit  D  = « Le ménage possède un chien. » et  C  = « Le ménage possède un
 chat. ».


P(D) = 0,36. P(C/D) = 0,22.


P(C) = 0,30. P (D) = 0,64.


On cherche P(DC) = P(C/D) . P(D) = 0,22 . 0,36 = 0,0792.


b) Quelle est la probabilité qu’un ménage possédant un chat, possède aussi un
 chien ? (deux méthodes de solution).


On cherche P(D/C).


Loi du produit des probabilités    :  


P(D/C) = P(DC)/P(C) = 0,0792 / 0,30 = 0,264.


Théorème de Bayes


P(D/C) = P(C/D) . P(D) / (P(C/D) . P(D) + P(C/D).P(D)).


On doit donc chercher P(C/D) = (produit des probabilités) P(CD)/P(D) = 
 (P(C) – P(DC)) / P(D) = (0,30-0,0792) / 0,64 = 0,2208 / 0,64 = 0,345.


 P(D/C) = 0,0792 / (0,0792 + (0,345 . 0,64)) = 0,0792 / 0,2208 = 0,264.


En jaune : P(CD).


D C



(26)Exercice 3.8    : La chèvre de Monty


Dans un jeu télévisé américain très populaire, Monty propose au gagnant d’une
 épreuve le choix suivant : trois portes fermées sont en face du candidat, une
 d’entre elles cache une voiture, chacune des deux autres une chèvre. Le candidat
 désigne une porte au hasard et gagne ce qu’elle cache.


Très souvent Monty avant d’ouvrir la porte désignée par le candidat, en ouvre
 une des deux autres cachant une chèvre et demande au candidat s’il modifie sa
 décision.   Très   souvent   également   les   candidats,   avouant   qu’ils   sont
 superstitieux, maintiennent leur choix initial. 


Ont-ils raison ? Résolvez par le diagramme en arbre.


P.N. :   pour   résoudre   ce   problème   par   le(s)   diagramme(s)   en   arbre,   il   faut
 considérer deux types d’action :  deux épreuves  (le choix d’une porte par le
 candidat et le choix d’une chèvre par Monty dans le cas où la voiture a été
 désignée par le candidat) et une décision : changer ou non de choix.


Soit A= « Le candidat gagne l’auto. » ; C = « Le candidat change de décision. »


Choix aléatoire du  La chèvre que  Le candidat


candidat : Monty montre : change de décision,
 il obtient :


Donc P(A/C) = 1/3 + 1/3 = 2/3.


Choix aléatoire du  La chèvre que  Le candidat ne change


candidat : Monty montre : pas de décision,


il obtient :


Donc P(A/C ) = 1/6 + 1/6 = 1/3.
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(27)Exercice 3.9    : Tricher aux cartes


Un jeu souvent pratiqué consiste à présenter 3 cartes à un candidat, une dont les
 deux faces sont rouges, l’autre dont les deux faces sont noires et la troisième est
 bicolore : une face rouge, l’autre noire.


Les   cartes   sont   mélangées   dans   un   chapeau,   l’une   d’entre   elles   est   tirée   au
 hasard et, sans observer sa ou ses couleurs, est posée sur le sol.


Si la face apparente est rouge, quelle est la probabilité que l’autre soit noire ?
 (Etablissez intuitivement la probabilité a priori de cet événement, résolvez et
 comparez les résultats ; en général, ils diffèrent).


Soit RR : « La carte tirée est rouge sur les deux faces.».


Soit NN : « La carte tirée est noire sur les deux faces.».


Soit RN : « La carte tirée est rouge sur une des deux faces, noire sur l’autre. ».


Soit RA : « La face apparente est rouge.».


Soit NA : « La face apparente est noire.».


Soit RC : « La face cachée est rouge.».


Soit NC : « La face cachée est noire.».


On cherche P(NC/RA).


Par formule P(NC/RA) = P(NCP(RA)RA) 1126  31.


En effet P(RA) = (LPT) P(RA/RR).P(RR) + P(RA/NN).P(NN) + P(RA/RN).P(RN) 


= 1.1/3 + 0.1/3 + 1/2.1/3 = 3/6 = 1/2.


Et   P(NCRA)   est   obtenue   par   la   formule   de   Laplace,   en   effet,   il   y   a   six
possibilités pour la face cachée (trois rouges et trois noires), mais une seule
favorable à la réalisation de l’événement (NCRA) : tirer la carte bicolore, et
faire apparaître la face rouge, donc P(NCRA) = 1/6.



(28)Résolution par le diagramme en arbre    :  


Quelle carte est-elle De quelle couleur De quelle couleur
 tirée ?   est la face apparente ? est la face cachée ?


RR
 NN


RN


RA
 NA


RA


NA


RC
 NC


NC


RC
 1/3


1/3 1/2


1


1


1


1


1
 1
 1/3


1/2


1/3


1/3


1/6


1/6



(29)Exercice 3.10    : Organisation de recherches


Un avion a disparu avec une chance égale dans une des trois régions i = 1, 2 ou
 3.Si la probabilité de manquer l’avion dans la région i est égale à i , quelle est la
 probabilité que l’avion se trouve dans la ième région sachant que les recherches
 dans la région 1 se sont révélées infructueuses ?


Solution    :  


Soit les événements suivants :


Di = « L’avion a disparu dans la région i. », i = 1, 2, 3. P(Di) = 1/3.


E1 = «  L’avion n’a pas été découvert dans la région 1. ».


On sait que P(E1/D1) = 1. 
 On cherche P(Di/E1), i = 1,2,3.


P(D1/E1) =     
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P , i = 2, 3.


Il est utile d’observer que la probabilité a posteriori que l’avion se trouve dans
les régions 2 et 3 quand on ne l’a pas découvert dans la région 1 est supérieure à
la probabilité à priori et tend vers 0,5 quand  1. tend vers 0 alors que c’est
l’inverse dans la région 1. Ce qui confirme les intuitions a priori. 



(30)Exercice 3.11


500   couples   mariés   dont   chacun   des   deux   conjoints   travaillent   ont   vu   leur
 déclaration d’impôt de l’an dernier analysée  à  des fins d’études statistiques.


Dans le rapport de cette analyse, on trouve le tableau de contingence suivant :


Répartition des revenus des conjoints (nombre de couples)


FEMME


MARI


< 25.000 €  25.000 €


< 25.000 € 212 198


 25.000 € 36 54


Donc dans cette population de 500 couples, il y a 54 couples où à la fois la
 femme et le mari gagnent chacun au moins 25.000 €, etc.


a) Si, dans la population de ces couples, on en choisit un au hasard, quelle
 est la probabilité que le mari gagne au moins 25.000 € ?


Il s‘agit de la probabilité marginale que le mari gagne au moins 25.000 €, via
 l’approche fréquentiste, on peut établir quelle vaut (198 + 54)/ 500 = 252/500 =
 0,504.


b) Si, dans la population de ces couples, on en choisit un au hasard, quelle
 est   la   probabilité   conditionnelle   que   la   femme   gagne   au   moins   25.000   €
 sachant que son mari gagne au moins la même somme ?


Selon la même approche, la probabilité s’établit à 54/(198 + 54) = 54/252 = 3/14


= 0,214.


c) Si, dans la population de ces couples, on en choisit un au hasard, quelle
 est   la   probabilité   conditionnelle   que   la   femme   gagne   au   moins   25.000   €
 sachant que son mari gagne moins que cette somme ?


Selon la même approche, la probabilité s’établit à 36/(212 + 36) = 36/248 = 9/62


= 0,145.



(31)Exercice 3.12


Le garage D. Gonflet est spécialisé dans le montage des pneus de voiture. A
 partir de ses statistiques tenues sur ses fidèles clients, le patron a pu établir les
 probabilités suivantes : un train de pneus ordinaires montés d’origine sur une
 voiture neuve a une probabilité de 80% d’être encore légalement utilisable après
 25.000 km, de 40% de l’être après 35.000 km et de 10% de l’être après 45.000
 km.


Si un client lui demande de vérifier ses pneus alors qu’il s’agit de ceux qui ont
 été montés d’origine sur sa voiture qu’il avait achetée neuve et qui vient de
 franchir   le   cap   des   25.000   km  et   que   ces   derniers   s’avèrent   être   encore
 légalement utilisables :


a) Quelle est la probabilité que leur utilisation légale se prolonge au delà de
 35.000 km ?


Soit A = « Les pneus sont légalement utilisables après 25.000 km. ».


Soit B = « Les pneus sont légalement utilisables après 35.000 km. ».


Soit C = « Les pneus sont légalement utilisables après 45.000 km. ».


On recherche P(B/A) = P(BA)/P(A).  (LPC)


Or B  A, donc B  A, donc BA = B, donc P(BA) = P(B).


Donc P(B/A) = P(B)/P(A) = 0,4/0,8 = 1/2.


b) Quelle est la probabilité que leur utilisation légale supplémentaire dépasse
 20.000 km ?


Dans ce cas, on recherche la probabilité que les pneus soient encore légalement
 utilisables après (25.000 + 20.000 =)  45.000 km, c’est-à-dire P(C/A).


Or C  A, donc par le même argument que supra, P(C/A) = P(C)/P(A) = 0,1/0,8


= 1/8.
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