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(2)Ce document, qui à terme comportera plus de 100 exercices récapitulatifs et une
 (ou plusieurs) proposition(s)  de solution pour chacun d’eux, doit être utilisé
 comme   un   outil   de   contrôle   de   sa   propre   démarche   dans   la   résolution   des
 problèmes de probabilité se trouvant en fin de section ou chapitre et également à
 la fin des notes de cours.


Il est de première importance d’essayer de résoudre d’abord les exercices
 avant de consulter les suggestions de correction.


Je tiens à remercier ici tous les assistants du cours depuis que je l’enseigne, et en
 particulier   Eric   Toulemonde,   Anne-Sophie   Brasselle,   Christine     Marsigny   et
 Ghislaine   Bauwens,   qui   par   leur   remarques   et   suggestions   ont   apporté   des
 améliorations  significatives   aux   énoncés   ainsi   qu’à   certaines   propositions  de
 solution.


Les  générations  passées   d’étudiants  ont  inspiré   également   chaque   année   des
 améliorations et leurs réactions ont également permis d’affiner le texte.


N.B. Le texte contiendra au fur et à mesure de sa finalisation quelques liens
hypertexte de la table  des matières vers l’énoncé  et le corrigé de  l’exercice
considéré.
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(4)
(5)Annexe au chapitre 0    : Exercices récapitulatifs (solutions) 
 Exercice 0.1 :


Un cadre doit visiter cinq ateliers (A, B, C, D, E) chaque semaine. Il visite un (et
 seul) atelier différent chaque jour, du lundi au vendredi. Il choisit l’ordre de ses
 visites AU HASARD tous les dimanches.


De combien de façons différentes peut-il organiser ses tournées ?


Pour choisir au hasard, il pourrait inscrire les noms des ateliers sur cinq bouts de
 papier, mélanger ces derniers dans une urne et les tirer (sans remise) un à un, il
 visitera le premier nom tiré le lundi, etc.


Donc : 


- il tire un atelier à visiter le lundi : 5 possibilités,
 - il tire un atelier à visiter le mardi : 4 possibilités,


- il tire un atelier à visiter le mercredi : 3 possibilités, etc.


En tout, il dispose donc de 5.4.3.2.1 = 120 possibilités d’organiser ses visites
 hebdomadaires. (Application du principe de multiplication.)


Idem sur deux semaines ?


Pour deux semaines successives, il dispose de 120 x 120 = 120² possibilités.


Exercice 0.2 :


Pour me rendre à mon travail, je dispose du métro, je peux marcher et trois bus
 peuvent me mener à destination. 


De combien de possibilités de me rendre à mon travail puis-je bénéficier ?
Je dispose de 1 + 1 + 3 = 5 possibilités.



(6)Exercice 0.3    :  


Soit les ensembles M={Albert, Charles, Bernard} et F={Danielle, Françoise}.


Ecrire M x F en extension et via deux représentations du diagramme en arbre.


M x F = {(Albert, Danielle), (Albert, Françoise), (Charles, Danielle), (Charles,
 Françoise), (Bernard, Danielle), (Bernard, Françoise)}.


Danielle Albert


Albert


Françoise Danielle Charles


Danielle Bernard


Charles


Françoise Albert


Danielle Françoise Charles


Bernard


Françoise Bernard


Exercice 0.4    :  


Trouver 
P
(S) avec S={a, b, c}. Quel est le # P
(S) ?


P
(S) = {{a,b,c},{a,b},{a,c},{b,c},{a},{b},{c}, Ø } ;# P
(S) =  2³ =  8

EXERCICE 0.5    :  
 Ecrire en extension :


A={x : x²-x-2 =0}  A={-1, 2}.


B={x : x est une lettre dans le mot « PROBABILITES »} 
 B={P,R,O,B,A,I,L,T,E,S }.


C={x : x² = 9, x-3 = 5}  C={ Ø }.



(7)Exercice 0.6    :  
Vrai ou faux :



(8)a) {2, 5, 4} = {4, 5, 2}.


b) {4, 2, 3}  {2, 3, 4}.


c) {4}  {{4}}.


d) Ø   {{4}}.


e)  {4}  {{4}}.


f) 1  {1, 2, 3, 4}.


TOUT EST VRAI 
SAUF c)



(9)Un homme qui possède 1 € joue aux dés. A chaque fois qu’il joue, soit il gagne
 1 € si le résultat est pair, soit il perd 1 € si le résultat est impair. Il peut jouer au
 maximum cinq fois et arrête de jouer avant la fin s’il a tout perdu ou s’il a gagné
 3   €   (donc   s’il   possède   4   €).   De   combien   de   façons   les   paris   peuvent-ils
 s’établir ?


Peut-il   terminer   le   jeu   avec   la   même   somme   qu’au   départ,   soit   1   € ?
 Résolvez par le diagramme en arbre.


Les nombres représentent l’état de la « fortune » du joueur à chaque étape du
 jeu. Les nombre en rouge indiquent une fin possible du jeu.


0 0


1 1 2


0 2


3 2


4


1 2


0


1 2


2


2


3 3 4


4


 11 façons de parier et il ne terminera jamais le jeu avec 1 € en poche.



(10)Soit le plan suivant d’un parc à allées rectilignes. Un homme s’y promène tous
 les jours, commence toujours sa promenade en allant de X en R et se déplace
 (sur le plan) horizontalement ou verticalement une étape à la fois. Il s’arrête
 quand il ne peut continuer à marcher sans passer deux fois sur le même point. Il
 modifie sa promenade tous les jours.


Combien de promenades différentes sont-elles possibles ?


A   B C


R   S T


X   Y Z


RÉSOLUTION PAR LE DIAGRAMME EN ARBRE


En rouge, les 10 différentes étapes terminales.


X R


A


B


C


T


S


Y Z


Z Y S


S


Y Z T C


T C


Z Y


S B


A


C T Z Y


T C B A


Z Y


Y Z T C B C



(11)Une femme dispose de deux bagues identiques. Elle décide de les mettre, soit à 
 l’index, soit au majeur, soit à l’annulaire de la main droite. Elle change chaque 
 jour la disposition de ses bagues.


a) Combien   de   temps   maximum   se   passe-t-il   entre   deux   dispositions
 identiques ?


Soit l’épreuve 1 : « Placer une des deux bagues sur un des trois doigts. », #S1 =3
 avec S1 son espace d’échantillonnage.


Soit l’épreuve 2 : « Placer l’autre bague sur un des trois doigts. », #S2 =3 avec S2


son espace d’échantillonnage.


Donc, par le principe de la multiplication, on dispose de 3 x 3 = 9 possibilités de
 placement des bagues.


Mais comme les bagues sont identiques, il est impossible de distinguer M – I de
 I – M, M – A de A – M et I – A de A – I avec X – Y, signifiant : « La bague 1 a
 été placée sur le doigt X (X = I, A, M) et la bague 2 sur le doigt Y (Y = I, A,
 M) . »


Il faut donc retirer 3 possibilités des 9, il reste six placements conjoints distincts
 des deux bagues identiques.


Il se passe donc 6 jours au maximum entre deux dispositions identiques.


b) Quid si les bagues sont différentes ?


Si les bagues sont différentes, leur ordre quand elles sont sur le même doigt
 importe, or il existe 3 possibilités de présence commune, une sur  chacun des 3
 doigts.   Quand   leur   présence   est   commune,   il   existe   2 !   =   2   arrangements
 différents de ces deux bagues.


Donc il existe 6 possibilités d’enfiler les deux bagues sur un doigt commun.


Il faut les ajouter aux 6 possibilités d’arrangements distincts des deux bagues sur
 deux doigts différents.


Il existe donc 12 arrangements différents des deux bagues sur les trois doigts.


Il se passe donc 12 jours au maximum entre deux dispositions identiques.



(12)Le titulaire d’une classe de 11 garçons et 9 filles doit choisir 3 d’entre eux pour 
 représenter sa classe à un concours inter-écoles.


a) De combien de façons peux-il constituer l’équipe ?


1.140
 3.2


20.19.18
 17!.3!


C320 20!    façons.


b) Idem s’il s’impose de choisir un garçon et deux filles ?
 Il est possible de choisir un garçon de 11 façons différentes.


Il   faut   encore   choisir   2   filles   parmi   9,   il   existe  


2
 9.8
 2!.7!


C92 9!    =   36
 possibilités.


Et par le principe de multiplication, le nombre d’équipes sera égal à 
C
111. C
29 =

11.36 = 396.


c) Idem s’il s’impose de choisir une fille et deux garçons ?


En appliquant la même démarche, on découvre qu’il existe 
C
112 . C
19= 55.9 =

495 possibilités.



(13)Madame A. Lamode dispose aujourd’hui de 3 vases de Chine, de deux cristaux
 de   Bohème   et   d’un   saladier   du   Val-Saint-Lambert,   tous   ces   objets   sont
 différents. Elles les expose fièrement sur une planche de la vitrine de son salon
 et   se   donne   comme   règle   de   disposer   différemment   ces   objets   chaque   fois
 qu’elle reçoit ses amies pour le thé.


Combien de fois peut-elle inviter ses amies sans répéter une disposition déjà
 réalisée :


a) si aucune restriction n’est mise sur la disposition ?


Il s’agit du nombre de permutations de 6 objets = 6 ! = 720 possibilités de 
 rangement.


b) si les vases de Chine doivent être  rangés ensemble  et les cristaux  de
 Bohème également ?


Il existe 3 ! possibilités de ranger les 3 vases de Chine côte à côte, de même 2 !
 possibilités pour les cristaux de Bohème. Donc par le principe de multiplication
 3 !2 !1 ! possibilités de ranger les objets en commençant par les vases de Chine,
 suivis des cristaux de Bohème, pour terminer par le VSL. Enfin il existe 3 !
 possibilités de ranger (c’est-à-dire permuter) les trois groupes d’objets (vases de
 Chine, cristaux de Bohème, VSL). Donc  au total 3 !3 !2 !1 ! = 72 possibilités de
 rangement.


c) si seuls les vases de Chine doivent se trouver ensemble ?


Dans ce cas, on considère un groupe de trois objets (les vases de Chine) et les
 trois autres objets forment chacun un groupe. Donc au total, il s’agit de ranger
 quatre   groupes.   Par   le   même   argument   que   b)   supra,   il   existe   4 !3 !   =   144
 possibilités de rangement.


Monsieur Lamode a promis à son épouse de lui offrir un nouveau Val-Saint-
 Lambert quand la situation de répétition d’une disposition se produira.


Après cet  événement,   que deviennent  les prévisions  du  nombre  d’invitations
 dans les trois cas ?(Pour cette question, on supposera qu’au point b) les vases
 Val-Saint-Lambert restent groupés ensemble.)


a) 7 ! = 5040 possibilités de rangement.


b) 3 !3 !2 !2 ! = 144 possibilités de rangement.


c) 5 !3 ! = 720 possibilités de rangement.



(14)Dans   les   « Noces   de   Figaro »,   W.A.   Mozart   à   composé   une   œuvre   où   les
 ensembles de taille variable amènent tous les protagonistes à se rencontrer. Il
 rompait, se faisant, avec la tradition de l’opéra classique et, en innovant de la
 sorte, produisait un chef d’œuvre absolu de la culture.


Le   célèbre   chef   d’orchestre   P.Avaroti     a   contacté   cinq   chanteurs   et   sept
 chanteuses   qui   seraient   susceptibles   d’être   retenus   pour   la   distribution   de   la
 nouvelle   production   des   « Noces »   que   l’Opéra   National   lui   a   demandé   de
 diriger la saison prochaine. Deux chanteurs sont nécessaires et 3 chanteuses.


a) Combien de distributions différentes peut-il envisager ?


Pour les chanteurs :C52possibilités et C73 possibilités pour les chanteuses, donc 
 par le principe de multiplication, : 73 35!2!! 47!3!! 350


2


5 C   


C  possibilités.


b) Parmi les chanteuses pressenties, la diva C. Astafiore refuse absolument de
 partager   la   scène   avec   L.   Acallas   dont   elle   est   très   jalouse.   P.Avaroti
 n’envisage donc pas de les faire chanter ensemble. Combien de possibilités
 de distribution lui reste-t-il ?


- Nombre de groupes possibles ne contenant pas les deux divas = C53 en
 effet puisqu’on exclut les deux divas, il reste 5 chanteuses parmi lesquelles
 on en choisit trois. C53  25!3!!10possibilités.


- Nombre de groupe possibles contenant exclusivement  une seule  des
 deux divas :


Pour une diva donnée (par exemple C.Astafiore) : C52en effet puisque sur les
 sept   chanteuses   une   diva   est   choisie   et   l’autre   exclue,   il   reste   donc   5
 chanteuses parmi lesquelles P. Avaroti doit en choisir deux puisque une (la
 diva) est imposée.


Mais nous avons deux divas, il faut donc multiplier ce nombre par 2.


Donc finalement, dans ce cas P.Avaroti dispose de 2C52 20 possibilités.


- Dès lors, P. Avaroti dispose de 10 + 20 = 30 possibilités de choisir les
 chanteuses, à multiplier   par les  C52possibilités de choisir les chanteurs =


300
 10


30   possibilités de composer la distribution.



(15)Exercices :


Ecrire les espaces d’échantillonnages associés aux expériences aléatoires 
 suivantes :


Exercice 1.1     


Le nombre de parties de dames que vous gagnez dans une série de trois jeux 
 avec un ami.


S = {0, 1, 2, 3} ou S = {x : 0  x  3, x N}


Exercice 1.2     


Le nombre de visites chez le médecin en un an.


S = {0, 1, 2, …} ou S = {x : x N}


Exercice 1.3     


Le temps en minutes que met un service d’urgence pour se trouver à l’endroit 
 voulu après avoir reçu un coup de téléphone urgent.


S = {x : x > 0, x R }
 Exercice 1.4     


La différence de taille (en cms) entre époux.


S = {x : x R}


Exercice 1.5     


Le temps en minutes que vous devez attendre à la poste pour être servi.


S = {x : x  0}


Exercice 1.6     


Le nombre de réponses correctes données lors d’un test de connaissance 
 générales


- par un candidat à qui on soumet 100 questions ;
 S = {0, 1, 2, …, 100}


- par chacun des deux candidats à qui on a posé à chacun séparément 100 
 questions.


S = {(x,y) : x = 0, 1, 2, …, 100 ; y = 0, 1, 2, …, 100}



(16)Exercice 1.7 : 


Pour   un   lot   d’une   douzaine   d’ampoules   à   tester,   représentez   l’espace
 d’échantillonnage S : S = {x N : 0  x  12}.


ainsi   que   les   événements   suivants   comme   des   sous-ensembles   de   l’espace
 d’échantillonnage S :


1. « Une ampoule est défectueuse. » : A= {1}.


2. « Au moins une ampoule est défectueuse. » : B = { x N : 1  x  12}.


3. « Au plus une ampoule est défectueuse. » : C = {0, 1}.


Exercice 1.8 : Voici une liste d’événements associés aux épreuves décrites dans
 une série précédente d’exercices. Décrivez chaque événement comme un sous-
 ensemble de l’espace d’échantillonnage adéquat :


1. « Vous gagnez au moins deux parties de dames. » : A = {2, 3}.


« Votre ami gagne au moins deux parties de dames. » : B = {0, 1}.


2. « Vous ne rendez pas visite au médecin plus de deux fois par an. » :
 C = {0, 1, 2}. 


3. « L’ambulance arrive en moins de cinq minutes. » : 
 D = {x  R : 0 () < x  5}.


« L’ambulance met plus de dix minutes pour arriver. » : 
 E = { x  R : 10 < x}.


4. « L’épouse est plus grande que son mari. » : 


F = {x  R : x < 0}, avec x = taille du mari – taille de l’épouse.


5.  « Le premier candidat donne au moins 75 réponses correctes. » :
 G = {(x,y) : x = 75, 76, …, 100 ; y = 0, 1, 2, …, 100}.


« Le second candidat donne au moins 75 réponses correctes. » :
 H = {(x,y) : x = 0, 1, 2, …, 100 ; y = 75, 76, …, 100}.


« A   eux   deux,   les   candidats   donnent   au   moins   150   réponses
correctes. » : 



(17)I = {(x,y) : x = 0, 1, 2, …, 100 ; y = = 0, 1, 2, …, 100 ; x + y > 149}.



(18)Exercice 1.9    :   


Vous allez lancer une pièce de monnaie trois fois de suite. Ecrivez les espaces
 d’échantillonnage correspondant  :


1. aux résultats des lancers dans l’ordre où ils se présentent :
 S1 = {FFF, FFP, FPF, FPP, PFF, PFP, PPF, PPP}.


2. au nombre total de « faces » obtenues : S2 = {0, 1, 2, 3}.


3. au nombre de « piles » obtenues avant la première face : S3 = S2.


Exercice 1.10    :   


Soit   un   dé   honnête.   Ecrivez   l’espace   d’échantillonnage   S   correspondant   à
 l’épreuve du lancer unique de ce dé : S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.


Ensuite écrivez les événements suivants comme des sous-ensembles de l’espace
 d’échantillonnage S :


1. « Le score obtenu est un nombre impair. » : A = {1, 3, 5}.


2. « Le score obtenu est au plus 2. » : B = {1, 2}.


3. « Le score obtenu est 6. » : C = {6}.


Ensuite, écrivez les sous-ensembles suivants de S avec une brève description des
 évènements qu’ils représentent (si possible) :


:


A  {2, 4, 6}, « le score obtenu est pair (n’est pas impair)».


:


B  {3, 4, 5, 6}, « le score obtenu est au moins 3 ».


: 
 B


A {1, 2, 3, 5}, « le score obtenu n’est ni 4 ni 6 ».


:
 B


A {1, 2, 4, 6}, « le score obtenu n’est ni 3 ni 5 ».


:
 C


A  {2, 4, 6}, « le score obtenu est un nombre pair ».


:
 B
 A {2}.


:
 C


A  {6}.


: 
 B
 A {1}.


: 
 C
 A  .


:
 )


(ABC  {4} car (ABC) = {1, 2, 3, 5, 6}.



(19)Exercices récapitulatifs sur les probabilités élémentaires (annexe 2 au Ch. 1).


Exercice 1.11 : 


Soit l’épreuve : « On lance trois fois de suite un dé honnête ». 


Donc S= {1, 2, 3, 4, 5, 6}³.


1. A quelles parties de S correspondent les événements :


A : « On n’obtient pas d’as aux trois lancers. »  = {2, 3, 4, 5, 6}³.


B : « On obtient exactement un as. » 


= {{(1, i, i)} {(i, 1, i)} {(i, i, 1)}: i  {2, 3, 4, 5, 6}}.


C : « On obtient au moins un as. » = S\{2, 3, 4, 5, 6}³ ou ~{2, 3, 4, 5, 6}³.


D : « On obtient un as au deuxième et au troisième lancer. » 


= {(i, 1, 1) : i  {1, 2, 3, 4, 5, 6}}.


2. Calculer la probabilité de ces événements.


P(A)   ##PF  65.5.5.6.6 0,58.
 P(B)   ##PF  625.3.6.60,3472....


P(C) = 1 -   P(A)  = P(~A) = 1 – 0, 58 …  0,42.


P(D)   ##PF 61.60,0000769...



(20)Exercice 1.12 : 


Sur les 10 filles assises au premier rang, 3 ont les yeux bleus. On en désigne 2 au
 hasard.


Quelle est la probabilité :


d) qu’elles aient toutes deux des yeux bleus ? (P(2) ?)


Il y a C102 45 possibilités de désigner deux filles au hasard parmi les 10.


Il y aC32 3  possibilités de désigner deux filles parmi les 3 qui ont des yeux
 bleus.


La probabilité p recherchée se calcule donc par la formule classique p=453 151 .
 e) qu’aucune n’aie des yeux bleus ? (P(0) ?)


Il y a C10245 possibilités de désigner deux filles au hasard parmi les 10.


Il y a C7221 possibilités de désigner deux filles parmi les 7 qui n’ont pas des
 yeux bleus.


La probabilité p recherchée se calcule donc par la formule classique p 4521157 .
 f) au moins une ait des yeux bleus ?(P(>0) ?)


Il y a C10245 possibilités de désigner deux filles au hasard parmi les 10.


Il y a C717 possibilités de désigner une fille parmi les 7 qui n’ont pas des yeux
 bleus.


Il y a C313 possibilités de désigner une fille parmi les 3 qui ont des yeux bleus.


Donc la probabilité qu’exactement une fille ait des yeux bleus et pas l’autre P(1) 


= (formule classique) = 745.34521157 .


Mais nous cherchons la probabilité qu’au moins une ait des yeux bleus :
P(>0) = P(1) + P(2) (puisque événements incompatibles)  = 151 157 158 .



(21)Exercice 1.13 : 


Trois étudiants Albert, Bernard et Charles disputent une compétition de natation.


Albert et Bernard ont la même probabilité a priori de gagner et chacun d’eux a
 deux fois plus de chance de gagner que Charles.


Quelle est la probabilité : 
 a) pour chacun de gagner ?


Soit   les   événements  A,  B,  C,   respectivement :   « Albert,   Bernard,   Charles
 remporte le concours. ». 


Donc {A, B, C} = S, l’espace d’échantillonnage de cette épreuve. A, B, C, sont
 incompatibles deux à deux et réalisent une partition de S (voir graphique infra).


Posons P(C) = p = la probabilité que Charles gagne.


Donc la probabilité qu’Albert gagne = P(A) = la probabilité que Bernard gagne =
 P(B) = 2p.


Donc P(A) + P(B) + P(C) = p + 2p + 2p = 5p = 1, donc p =  0,2.


Donc P(A) = 0,4 ; P(B) = 0,4 ; P(C) = 0,2.


b) que Bernard ou Charles gagne ?


P(BC) = P(B) + P(C) – P(BC) = 0,4 + 0,2 – 0 = 0,6.


c) qu’Albert et Bernard perdent ?
 P(AB) = P(C) = 0,2.


d) qu’Albert ou Bernard perde ?
 P(AB) = 1 


car c’est un événement certain puisque A  B ; B   A ; C  AB.
 ou (voir ch.2) P(AB) = P( A) + P( B ) – P(AB) = 0,6 + 0,6 – 0.2 = 1.


Graphiquement    :  


   S = AB BC = A AC =B AB = C


= C = A = B.



(22)Exercice 1.14 : 


Cinq couples mariés se trouvent réunis. 


a) Si deux personnes sont désignées au hasard, quelle est la probabilité
 qu’elles soient mariées ?


Il   y   a  C102 =   45   possibilités   de   choisir   2   personnes   parmi   10.   (=   #   de   cas
 possibles).


Il y a 5 couples mariés donc 5 cas favorables.


Donc p = 455  91 .


b) Si deux personnes sont désignées au hasard, quelle est la probabilité
 qu’une d’elles soit une femme et l’autre un homme ?


Il y a de nouveau 45 cas possibles.


Comme il y a 5 hommes et 5 femmes, il y a 5 possibilités de choisir une femme
 fois 5 possibilités de choisir un homme soit : 5² cas favorables.


Donc p = 4525  95 .


c) Si quatre personnes sont désignées au hasard, quelle est la probabilité
 que deux couples mariés aient été choisis ?


Il  y a  C104 =  210 possibilités  de  choisir 4  personnes  parmi 10.  (=  # de  cas
 possibles).


Il y a 5 couples mariés donc C52= 10 cas favorables.


Donc p = 21010  211 .


d) Si quatre personnes sont désignées au hasard, quelle est la probabilité
 qu’aucun couple marié ne se trouve parmi les quatre personnes ?


Il  y a  C104 =  210 possibilités  de  choisir 4  personnes  parmi 10.  (=  # de  cas
 possibles).


Les quatre personnes proviennent de quatre couples différents. Or il y a C54= 5
 possibilités de choisir 4 couples parmi 5.


Et il y a deux façons de ne tirer qu’une seule personne de chaque couple : soit
l’époux, soit l’épouse. Donc en tout 2.2.2.2 .5 = 80 possibilités favorables.



(23)Donc p = 21080  218 .


e) Si quatre personnes sont désignées au hasard, quelle est la probabilité
 qu’exactement un couple marié soit présent dans les quatre ?


L’événement considéré est complémentaire aux deux précédents, 
 donc p = 1 -   0,571


21
 12
 21


8
 21


1    .


f) Si les dix personnes sont divisées au hasard en 5 paires, quelle est la
 probabilité que chaque paire soit mariée ?


Il y a 2!210!2!!2!2!113400 divisions possibles des 10 personnes en 5 paires. (=


# cas possibles).


Il y a 5 ! possibilités de choisir les couples mariés. (= # de cas favorables) .
 Donc p = 113400120 0,0011.


g) Si les dix personnes sont divisées au hasard en   paires, quelle est la
 probabilité que chaque paire comprenne un homme et une femme ?


Il y a 2!2!102!!2!2!113400 divisions possibles des 10 personnes en 5 paires. (= #
 cas possibles).


Il y a 5 ! possibilités de choisir un homme dans chaque paire et 5 ! possibilités
 de choisir une femme dans chaque paire, donc 120² cas favorables.


Donc p =  0,108


1134001202  .



(24)Exercice 1.15 : 


On   a   établi   que   la   probabilité   qu’une   caissière   de   grand   magasin   reçoive   k
 clients entre 15 et 16 heures est  5!


pk kk  .
 a) Calculez  .


On sait que 
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k pk , donc  
 




















0


0 !


1 5


!
 1 5


k
 k


k


k


k


k 


 .


Or quelque soit le réel , on a : 
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! , donc 1 = e5, donc  = e5.
 b) Quelle   est   la   probabilité   que   la   caissière   reçoive   moins   de   5   clients   ?


P(C<5) ?


P(C<5) = P(0) + P(1) + P(2) + P(3) + P(4) =  
 








 





 4

0
 4


0


5 
~ 0 , 44



! 5
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k k
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p
 .

c) Quelle est la probabilité   que la caissière reçoive au moins 5 clients ?
 P(C5) ?


P(C5)  = 1 - P(C<5) 
~  1  ,0 44 ~  ,0 56
.

d) Etablissez   un   graphique   des   probabilités   de   la   question   b   où   5   est
 remplacé par k, k=0, 1,2, …


Probabilité de recevoir moins de k clients
  entre 15 et 16 heures


0
 0,1
 0,2
 0,3
 0,4
 0,5
 0,6
 0,7
 0,8
 0,9
 1


1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25


k


Probabilté



(25)Exercice 1.16 : 


Dans une ville, il y a 3 centres de secours d’urgence. Cinq malades appellent le
 même jour un centre au téléphone après l’avoir choisi au hasard dans l’annuaire
 téléphonique.


a) Quel est le cardinal de l’univers S associé à cette épreuve ?


#S = 3 . 3 . 3 . 3 . 3 = 35 = 243.


b) Quelle est la probabilité que les cinq malades appellent le même centre ?


#F = {(a, a, a, a, a) ou (b, b, b, b, b) ou (c, c, c, c, c)}, donc #F = 3.


Donc   la   probabilité   que   les   cinq   malades   appellent   le   même   centre   =



012 ,



~ 0 81 1



243 3  
 .

c) Quelle est la probabilité que les trois centres soient appelés ? 


#F = {(3a, b, c), (3b, a, c),(3c, a, b),(2a, 2b, c), (2b, a, 2c),(2c, 2a, b)} 


Or il y a  3!15!!1!(permutations avec répétitions) façons de choisir (3a, b, c),
 idem pour les deux autres sous-ensembles.


Et il y a 2!52!!1! façons de choisir (2a, 2b, c), idem pour les deux autres sous-
 ensembles.


Donc #F = (3 .5 . 4) + (3 . 5 . 2 . 3) = 60 + 90 = 150.


Donc la probabilité que les trois centres soient appelés =  
~ 0 , 62

150 243 
 .


(26)Exercice 1.17 : 


On jette un dé honnête. On mise sur l’as.


a) Quelle est la probabilité de gagner au moins une fois en 6 parties ?
 Soit G = « Gagner au moins une fois. » ; soit G= « Perdre à chaque fois. ».


Soit Pi= « Perdre au ième jet. ».


  P(Pi) = 5/6  i puisque les lancers de dés sont indépendants les uns des
 autres.


 P(G) = P(P1P2P3P4P5P6) = (5/6)6.


 P(G) = 1 - P(G) = 1 - (5/6)6  2/3.


b) Montrez que la résolution directe du problème n’est pas possible dans le
 cadre des lois élémentaires des probabilités.


Il est impossible de résoudre directement : soit Gi = « Gagner au ième jet. ».


P(G) = P(G1 G2 G3 G4 G5 G6)  




 6
 1


)
 (


i P Gi car les Gi sont compatibles.


c) Combien de fois faut-il lancer le dé pour n’avoir plus que 1% de chances de
 perdre au maximum ?


Il faut n tel que P(G)  0,01  (5/6)n  0,01  n log(5/6) log(0,01) 


 n log(log(05,/016))  n  26.



(27)Exercice 1.18 : 


On   admet   que   dans   une   famille,   les   sexes   des   enfants   consécutifs   sont
 indépendants les uns des autres et que chaque enfant a la probabilité ½ d’être un
 garçon ou une fille.


a) Une famille a deux enfants, quelle est la probabilité qu’elle compte deux
 garçons ?


Soit F : « Etre une fille. » et G : « Etre un garçon. », P(G) = P(F) = 0,5.


Sa ={(G,F), (G,G), (F,F), (F,G)} =
 P(G, G) = P(GG) = 2121 41.
 Ou


#P = 4 : (G,F)  (G,G)  (F,F)  (F,G)


#F = 1 : (G,G)


 P(G, G)  = 41 .


b) Une famille a deux enfants dont un au moins est un garçon, quelle est la
 probabilité qu’elle compte deux garçons ?


Sb ={(G,F), (G,G), (F,G)} =


#P = 3 : (G,F)  (G,G)  (F,G)


#F = 1 : (G,G)


 P(G, G)  = 13.


c) Une famille a deux enfants dont l’aîné est un garçon, quelle est la probabilité
 qu’elle compte deux garçons ?


Sc ={(G,F), (G,G)}= 


#P = 2 : (G,F)  (G,G)  


#F = 1 : (G,G)


 P(G, G) = 12 .


(F,F) (F,G)
 (G,F) (G,G)


(F,G)
 (G,F) (G,G)


(G,F) (G,G)



(28)Exercice 1.19 : 


Avant l’examen de probabilités, le professeur distribue 10 problèmes dont il
 affirme qu’il en tirera 5 au hasard pour l’examen.


Vous êtes sûr(e) de pouvoir résoudre correctement 7 d’entre eux. 3 vous restent 
 complètement obscurs et vous ne pourrez pas y répondre s’il vous sont posés.


a) Quelle est la probabilité que vous répondiez correctement aux 5 problèmes
 tirés au hasard le jour de l’examen ?


b) Quelle est la probabilité que vous répondiez correctement à au moins 4 de
 ces cinq problèmes ?


Solution    :  


Le professeur peut tirer les cinq questions au hasard parmi les dix de  C105   =


!
 5


!


510! = 105..49..38..27..16 = 252 façons différentes.


a) Si   vous   pouvez   résoudre   7   des   dix   questions   et   qu’il   ne   faut   pas   faire
 d’erreurs dans les cinq posées, il existe C75 = 2!.7!5!= 72..61 = 21 possibilités
 favorables.


Donc   la   probabilité   de   répondre   correctement   aux   5   questions   est   de


0833
 ,
 252 0


21  .


b) Dans ce cas, vous pouvez vous permettre de ne pas répondre à une question.


Donc aux 21 possibilités du cas précédent, viennent s’ajouter C31 possibilités
 de se voir poser une mauvaise question   fois (principe de multiplication)C74


possibilités d’obtenir 4 bonnes questions sur les cinq posées et parmi les 7
 auxquelles   vous   pouvez   répondre,   soit :  47!3!!3 73.6.2.53105
 possibilités.


Donc   la   probabilité   de   répondre   à   au   moins   quatre   questions   est   de :


  0,5


252
 126
 252


105


21  


.



(29)Exercice 1.20 : 


Soit un réseau d’antennes-relais pour la téléphonie portable. Le réseau est conçu
 de façon à ce que les n antennes implantées en ligne assurent sa fonctionnalité
 pour autant qu’il n’y ait pas plus d’une antenne défectueuse entre deux antennes
 en   état   de   fonctionnement.   Les   antennes   sont   toutes   identiques   et   rien   ne
 distingue   extérieurement   une   antenne   en   fonctionnement   d’une   antenne
 défectueuse, seuls les diagnostics à distance par ordinateur nous renseignent sur
 le nombre d’antennes défectueuses dans le réseau, à l’heure actuelle le système
 nous   indique   que   m   d’entre   elles   sont   défaillantes   et   donc   que   n-m   sont
 fonctionnelles.


a) Combien   de   configurations   du   réseau   peut-on   trouver   dans   ce   cas   pour
 lesquelles deux antennes défectueuses ne sont pas voisines ?


b) Quelle est la probabilité que le réseau soit fonctionnel ?


c) A   titre   d’exemple   calculez   toutes   les   probabilités   de   non   défaillance   du
 réseau si ce dernier est composé de 10 antennes et que m d’entre elles sont
 hors service avec m  = 0, 1 ,2, 3,…10. 


d)  Si vous avez du courage, dessinez les abaques pour n= 5, 10, 15 et toutes les
valeurs possibles entières de m.



(30)Solution    :  


a) Soit le schéma suivant où F désigne l’emplacement d’une des n-m antennes
 fonctionnelles et où ? désigne l’emplacement où au plus une seule antenne non
 fonctionnelle   peut   se   trouver   (donc   corrélativement   le ?   peut   aussi   désigner
 l’absence d’antenne).


Pour   que   le   réseau   soit   en   état   de   fonctionner   il   faut   donc   qu’il   soit
 NECESSAIREMENT dans la configuration suivante (attention à la définition
 de ?, le nombre de F’s étant de n-m) :


? F ? F ? F ? F ?…F ?


Il y donc n-m + 1 positions de type « ? »,  et il faut en choisir m parmi elles pour
 placer les m antennes défectueuses.


Il   y   a   donc  Cnmm1  dispositions   possibles   des   m   antennes   défectueuses   qui
 maintiennent le réseau en état de fonctionnement.


b) Pour calculer la probabilité que le réseau soit fonctionnel, il nous faut
 également connaître le nombre de configurations possibles du réseau lorsque n-
 m antennes sont  fonctionnelles et m ne le sont pas.  Ce  nombre est  égal au
 nombre de permutations avec répétition de n éléments dont m sont d’un type
 donné (défaillance) et n-m en sont d’un autre (en fonctionnement).


Il nous faut calculer m!(nn! m)!Cnm Cnnm


Donc   la   probabilité   que   le   réseau   fonctionne   quand   m   antennes   sur   n   sont
 défaillantes est de : ( ( 21)!(1)! ! )!
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c) Exemple dans le cas où le réseau se compose de 10 antennes :


m 2 3 4 5


probabilité de fonctionnement 108


!
 7


!


109!8! 9042 0,47


!
 5


!


108!7!  0,17
 61


!
 3


!


107!6!  0,02


42
 1


!
 1


!
 10


!
 5


!


6  



(31)Commentaires :


Quand   le   nombre   d’antennes   défectueuses   (m)   est   au   plus   1,   le   réseau   est
 toujours fonctionnel puisqu’il est impossible que deux antennes défectueuses se
 succèdent. Quand il y a plus de 5 antennes défectueuses, le réseau sera toujours
 hors   service   puisqu’il   est   impossible   de   trouver   une   configuration   où   deux
 antennes défectueuses ne se trouvent pas côte à côte.


d)


     m


n 1 2 3 4 5 6 7 8


5 1 0,6 0,1 0


10 1 0,8 0,47 0,17 0,02 0


15 1 0,87 0,63 0,36 0,15 0,04 0,01 0,00…


ABAQUES POUR n = 5, 10,15


0
 0,1
 0,2
 0,3
 0,4
 0,5
 0,6
 0,7
 0,8
 0,9
 1


1 2 3 4 5 6 7 8 9


m


Probabilité de fonctionnement du réseau


5
10
15



(32)Annexe au chapitre 2    : Exercices récapitulatifs 
 Exercice 2.1 : 


On tire une carte d’un jeu de 32 cartes. Soit A = « Tirer un cœur » et B = «Tirer 
 un as ».


Prouver que A et B sont indépendants.


Pour montrer l’indépendance,  on doit donc prouver (définition statistique  de
 l’indépendance) queP(A/B) = P(A) = P(AB)/ P(B)ou P(AB) = P(B).P(A).


L’approche classique va être utilisée pour calculer les probabilités de  A,  B  et
 AB.


P(AB) est la probabilité de l’événement : « Tirer un as de cœur. » = 321  ; P(A)


= 328 41  et P(B) = 324 81 .(Formules de Laplace)


Donc P(B).P(A) = 41.81321  = P(AB). A et B sont donc indépendants.



(33)Exercice 2.2


Une usine fabrique des pièces en grande série, en deux phases indépendantes. La
 première phase est susceptible de faire apparaître un défaut X et la seconde un
 défaut Y.


Une pièce peut présenter le défaut X dans 2% des cas et le défaut Y dans 8% des
 cas.


Quelle est la probabilité qu’une même pièce tirée au hasard :
 a) présente les deux défauts ? P(A) ? 


b) présente au moins l’un des deux défauts ? P(B) ?
 c) présente un et un seul des deux défauts ? P(C) ?
 d) ne présente aucun des deux défauts ? P(D) ?


N.B. Il est utile de représenter graphiquement (via des diagrammes de Venn) les
 événements dont on cherche la probabilité ; de montrer que si un événement X et
 un événement  Y  sont indépendants, leurs complémentaires le sont également
 ainsi que de développer les solutions de façon alternative via un diagramme en
 arbre.


Solution :


Quelle est la probabilité qu’une même pièce tirée au hasard :
 a) présente les deux défauts ? P(A) ? 


Soit : X : « La pièce présente le défaut X » ; Y : « La pièce présente le défaut Y ».


Alors : P(X) = 0,02 ; P(Y) = 0,08 ; P(X ) = 0,98 ; P(Y ) = 0,92. 


X et Y sont indépendants de même que X  et Y . 
 Preuve    :  


Si X et Y sont indépendants, 


P(XY) = P(X).P(Y) et P(X ) = 1 - P(X) et P(Y ) = 1 - P(Y).


Si X  et Y  sont indépendants, 


P(X  Y ) = P(X ).P(Y ) = (1 - P(X)).(1 - P(Y)) = 1 - P(X) - P(Y) + P(X).P(Y).


Or (X  Y ) = ~(XY) (Loi de de Morgan)et P(XY) = P(X) + P(Y) - P(X).P(Y).


Donc P(~(XY)) = 1 - P(XY) = 1 - P(X) - P(Y) + P(X).P(Y) =   P(X  Y ).


q.e.d.


Donc P(A) = P(X et Y) = P(XY) = P(X).P(Y) = 0,02 . 0,08 = 0,0016.


b) présente au moins l’un des deux défauts ? P(B) ?


P(B) = 1 - P(X  Y ) = 1 - P(X ).P(Y ) = 1 - (0,98 .0,92) = 0,0984.



(34)c) présente un et un seul des deux défauts ? P(C) ?


P(C) = P(X ou(excl.) Y) = P(XY) - P(XY) = P(X) + P(Y) - 2 . P(XY) 


= 0,02 + 0,08 - (2 .(0,02 . 0,08))


= 0,10 - 0,0032 = 0,0968.


ou


P(C) = P(B) - P(A) = 0,0984 – 0,0016 = 0,0968.


ou


P(C) = P(X et Y ) ou (excl.) P(X et Y )  = P(X  Y ) + P(X  Y ) :
 en effet P(X et Y )  P(X et Y ) = P(X  Y ) (X  Y ) = ,
 donc P(C) = 0,02 . 0,92 + 0,08 . 0,98 = 0,0968.


d) ne présente aucun des deux défauts ? P(D) ?
 P(D) = 1 – P(B) = 1 - 0,0984 = 0,9016.


ou


P(D) = P(X et Y ) = P(X  Y ) = P(X ) . P(Y ) = 0,98 .0,92 = 0, 9016.


DEVELOPPEMENT EN ARBRE


X


X


Y


Y


0,98


0,02 0,92


0,92
 0,08


0,08


Y


Y



(35)Exercice 2.3


Une machine industrielle comprend trois organes de fonctionnement. Si l’un
 d’entre   eux   présente   une   défaillance,   la   machine   tombe   en   panne.   Les
 défaillances possibles de ces organes sont indépendantes et les probabilités de
 défaillance sont respectivement 0,02, 0,05 et 0,10.


Quelle est la probabilité que la machine tombe en panne ? P(D) ? 
 Soit A,B, C, les événements : « L’organe i fonctionne, i = A, B, C. ».


Donc D = ABC .


Donc  A,B,C   correspondent   à   l’événement :   « L’organe   i   est   tombé   en
 panne. ».
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N.B.  IMPOSSIBLE par P(D)P(ABC)]P(A)P(B)P(C)
          = 0,02 + 0,05 + 0,10 = 0,17.


car A, Bet C ne sont pas incompatibles entre eux.



(36)Exercice 2.4


Une  machine automatique comprend trois organes notés O1, O2 et O3. Les
 organes O1 et O2 sont interchangeables : si l’un d’eux est défectueux, l’autre
 prend   le   relais ;   par   contre,   l’organe   O3   est   indépendant   de   O1   et   O2.   La
 machine tombe en panne si O1 et O2 ou O3 sont défectueux. 


On désigne par A, B, C respectivement les événements suivants « O1, O2, O3
 est défectueux. ». 


Calculer la probabilité que la machine tombe en panne, P(D), en fonction des
 probabilités d’événements qui soient des réunions des événements élémentaires
 A, B et C. 


Solution    :  


D = (AB)C = (AC)(BC).


Et D désignera l’événement : « La machine fonctionne. »  DC(AB).


 P(D)= [1-P(C)].[1-P(A).P(B)] = 1- P(A).P(B) - P(C) + P(A).P(B).P(C).


 P(D)= 1- P(D)= P(A).P(B) + P(C) - P(A).P(B).P(C).



(37)Exercice 2.5


Un système de chauffage central au fioul comporte une pompe et un brûleur
 montés en série. Ces deux éléments peuvent tomber en panne durant l’hiver.


Tout le système s’arrête si l’un des deux éléments est en panne.


a. Supposons que le système ait été activé pendant un hiver et qu’un résultat
 (x,y) soit enregistré : x = 0 si la pompe fonctionne durant tout l’hiver sans
 défaillance,   autrement   x   =   1 ;   de   même   y   =   0   si   le   brûleur   fonctionne
 correctement, autrement y = 1.


Décrivez et représentez graphiquement : 


- en compréhension et en extension l’espace d’échantillonnage associé à cette
 épreuve ; 


S = {(0,0), (1,0), (0,1), (1,1)} ou S = {(x,y)  x = 0,1 et y = 0,1}.


Représentation graphique :


- en extension, les événements suivants :


- B = « Le brûleur tombe en panne durant l’hiver » ;
 B = {(0,1), (1,1)}.


- P = « La pompe tombe en panne durant l’hiver » ;
 P = {(1,0), (1,1)}.


P       B


S


x=1 y=1


S


x=1 y=1


S


P B



(38)C= « Le système de chauffage passe l’hiver sans panne ».


C = {(0,0)}.


- Donnez en plus de la description en extension, la signification et/ou la
 définition des événements suivants :


- PB ; 


PB = {(1,1)} = «La pompe et le brûleur tombent tous deux en panne
 durant l’hiver ».


- PB ;


PB   = {(1,0), (0,1), (1,1)} = «Le système est tombé en panne durant
 l’hiver ».


- CP;


CP =   , il est  impossible pour le système de fonctionner tout l’hiver
 (C)   quand   la   pompe   a   connu   une   défaillance   (P).   Ces   deux
 événements sont dits disjoints.


- PC.


PC est facile à vérifier, on dit que P implique C  : en effet si la pompe
 casse, le système ne fonctionne pas.


b) La probabilité de panne de la pompe est P(P) et celle du brûleur, P(B), les
 pannes sont indépendantes. Si P(P) = 0,10 et P(B) = 0,05.   


Quelle est la probabilité :


- que l’on ait froid pendant l’hiver ?


PB   = {(1,0), (0,1), (1,1)} = «Le système est tombé en panne durant
 l’hiver. »


= P(P) + P(B) – P(PB) = P(P) + P(B) – P(P) . P(B) = 0,10 + 0,05 –
 0,10 . 0,05 = 0,145.


- que l’on doive réparer simultanément les deux composants du système ?
 P(PB) = P(P) . P(B) = 0,10 . 0,05 = 0,005.
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