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      (1)
Processus Stochastiques


Definition.   Caractérisation   d'ordre   N.   Moments.   Stationnarité.   Ergodicité.


Processus   Gaussiens.   Processus   Markoviens.   Théorème   de   Mercer,
 représentation de Karhunen-Loève. Représentation spectrale. Processus blancs.


Modèles paramétriques (AR, MA, ARMA). Modèles d'état.   Décomposition de
 Wold.



1. Définition et propriétés


1.1 Définition


Un processus aléatoire (ou stochastique) (p.s.) peut être défini de deux façons:



·
 une application de S -- l'espace des réalisations -- dans un espace de fonctions de variable 
 réelle (temps)


 


x t S F


x t t T
 ( ):


( , ),





  


que, à chaque événement élémentaire fait correspondre une fonction du temps;



·
 une collection de variables aléatoires indexées

 


x t( ) x t t( ), T ,


où x t( )  est une variable aléatoire pour chaque t.


Les deux définitions sont équivalentes, et on utilisera une et l'autre selon le problème en
 étude.


La figure suivante illustre ces deux définitions:


Exemple


Dans cet exemple on considère un processus aléatoire défini à partir d'une seule variable aléatoire 


uniformément distribuée en [0,1], de la façon suivante:



(2)s


s k s k k


( , ) ( )


( , ) ( ( , ) ) , , , ,...


1


1 1 2 3 4


  


  





   


où ( )a b  est le résultat de la division entière de a par b, et  est un nombre irrationnel.


La figure suivante illustre une des réalisations possibles de ce processus.


Le caractère aléatoire du processus est plus clairement mis en évidence par la figure suivante, où sont
 représentées trois réalisations du processus, obtenues à partir de trois conditions initiales différentes:


Exemple


Dans cet exemple, on présente un processus qui est plus naturellement modélisé comme un ensemble
 de variables aléatoires indexées.


Considérons le procéssus aléatoire discret s k k( ), 1,...


s


s k s k k k


( ) ,


( ) ( ) ( ), , ,...


1 0


1 2 3





   


où les variables aléatoires ( )k  sont iid, gaussiennes, de moyenne nulle et variance 2.


La figure suivante illustre quelques réalisations de ce processus.



(3)1.2 Caractérisation statistique
 1.2.1 Caractérisation d'ordre N


La   caractérisation   d'ordre  N  d'un   processus   aléatoire   consiste   à   spécifier   la   densité   de
 probabilité conjointe de tous les ensembles x t( ), ( ), , (1 x t2  x tN), t t1 2, ,,tN T:



 


px t x t x t x t x t x tN


( ) ( ) (N) ( ), ( ), , ( ) .


1 2  1 2 


Exercice: Déterminer la caractérisation d'ordre 1 des processus des exemples 1 et 2.


Déterminer la caractérisation d'ordre 2 du processus de l'exemple 2.


1.2.2 Caractérisation complète


La caractérisation complète d'un processus consiste à spécifier sa caractérisation d'ordre  N
 pour toutes les valeurs de N finies (N  ).


1.2.3 Caractérisation partielle


Au  lieu  de  spécifier   une  densité  de  probabilité,   on  défini   certaines  caractéristiques  de  la
 densité   conjointe.   On   utilisera   surtout   la   caractérisation   partielle   d'ordre   deux,   qui   fait
 intervenir seulement deux variables aléatoires, x t( ) et x u t u T( ), ,  .


1.3 Moments


Moment d'ordre 1 (moyenne)



 


m tx x t x pt x x dxt t


( ) ( )  t( )









E


On notera que la  moyenne  d'un processus aléatoire, définie comme la valeur moyenne de
 chacune des variables aléatoires qui constituent le processus, est une fonction déterministe de
 variable réelle.


Moments d'ordre 2 (auto-corrélation et covariance)


La fonction d'auto-corrélation  est le moment non-centré d'ordre deux du p.s.:



 


R t ux x t x u x x pt u x x x x dx dxt u t u


( , ) ( ) ( )  t u( , )











 







E
 Propriétés


1. Une fonction d’auto-corrélation est définie non-négative, c’est à dire,




 







i j


j
 i
 j
 i
 n


n, t ,...,t , R(t ,t ) 0


... 1 *


1  






(4)De la même  façon,  si  R(t,s)  est  une fonction  définie  non-négative,  on peut  toujours trouver  un processus
 d’ordre deux (c.a.d, de valeur moments d’ordre deux finis), dont la fonction d’auto-corrélation est R(t,s).


2. Une fonction d’auto-corrélation est symétrique (pour variables réelles) :
 )


,
 (
 )
 ,


(t s R s t


R 


Ceci découle directement de la définition.


3. Inégalité de Schwarz


)
 ,
 (
 )
 ,
 (
 )


,


(t s R t t R s s


R  .


4. Fermeture


Si R(t,s) et P(t,s) sont des fonctions d’auto-corrélation, alors


· R(t,s)+P(t,s) est aussi une fonction d’auto-corrélation


· R(t,s)P(t,s) est aussi une fonction d’auto-corrélation


· Si a,b>0, alors aR(t,s)+bP(t,s) est encore une fonction d’auto-corrélation


· Formes bilinéaires


Pour toute fonction f(t), R(t,s) =f(t)f(s) est une fonction d’autocorrélation.


La fonction de covariance est le moment centré d'ordre deux:



  



 



  


K t u x t m t x u m u


x m t x m u p x x dx dx


x x x


t x u x x xt u t u t u


( , ) ( ) ( ) ( ) ( )


( ) ( ) ( , )


  


  











 







E


On défini encore le coefficient de corrélation, qui est une mesure normalisée de la corrélation
 statistique entre les variables correspondantes aux deux instants du temps, t et u:


C t u K t u


K t t K u u


x x


x x


( , ) ( , )


( , ) ( , )





Le module du coefficient de corrélation est toujours inférieur à 1 (vérifier cette affirmation).


On   remarque   que   les   trois   fonctions   qu'on   vient   de   définir   sont   des   fonctions   réelles
 (déterministes) de  deux variables réelles.


Exercice:  Déterminer la caractérisation partielle d'ordre deux du procéssus de l'exemple de la page
 29.


1.3.1 Moments croisés de deux processus


De la même façon qu'on a défini la distribution conjointe deux variables aléatoires, on peut
 aussi   considérer   la   distribution   conjointe   de   deux   processus.   Les   processus   sont   alors
 caractérisés par les distributions conjointes de leurs respectives variables aléatoires. Soient
 x t( ) et y t( ) deux processus conjointement distribués. Leur densité conjointe d'ordre N est


)
 ,
 ,
 ,
 ,
 ,


( 1 1


1


1 tp tp tN p p N


t x y y t t t t


x x x y y


p      .


La corrélation croisée des processus x t( ) et y t( ) est le moment croisé (non-centré) d'un pair
 de variables prises chacune dans un des processus aléatoires:


Rxy( , )t u E x t y u( ) ( )


De la même façon, la covariance croisée est le moment centré correspondant:



   



 


Kxy( , )t u E x t( )m tx( ) y u( )m uy( )


1.3.2 Processus Orthogonaux


On   dit   que   deux   processus   sont  orthogonaux  quand   leur   fonction   de   corrélation   est
identiquement nulle:



(5)Rxy( , )t u 0, t u, T


On établi par la suite l'analogie entre cette notion d'orthogonalité (statistique) et la notion géométrique
 d'orthogonalité  de vecteurs dans un espace Euclidean de dimension finie. Soient x et y deux vecteurs
 en  Rn, et représentons leur produit scalaire (ou produit interne) par <x,y>. On dit que les vecteurs
 sont orthogonaux (au sens géométrique, c'est à dire qu'ils forment entre eux un angle de 90o) si leur
 produit interne est nul:


   






x y, x yT x yi i


i
 n


1


0.
 Considérons maintenant la condition de orthogonalité statistique,


Rxy( , )t u E x t y u( ) ( ) 0


Admettons, pour simplifier, qu'il s’agit de deux processus qui prennent valeurs dans deux ensembles
 finis,



   


x t( ) a a1, 2,...,anx y u( ) b b1, 2,...,bny


et   soit p a b( ,i j) Pr( ( )x t a y ui, ( )bj), i1,...,nx;j1,...,nyla   probabilité
 conjointe des deux processus. Alors la valeur moyenne de l'équation antérieure peut s'écrire


Rxy t u a b p a bi j


j
 n
 i


n


i j
 x y


( , ) ( , )





 





1 1

0.


Admettons que l'on fait N tirages au sort des variables aléatoires x t( ) et y u( ) et construisons deux
 vecteurs aléatoires X et Y, de dimension N:


X  x1xN ,Y  y1yN ,
 où ( , )x yi i  est la paire de valeurs obtenues dans le i-ièmme tirage.


Selon la loi des grands nombres, on doit avoir  x t( )ai  et  y u( ) bj  un nombre de fois égal à
 Np a b( ,i j). La somme de l'expression antérieure est donc égale a


Rxy t u X YT x yi i


i


( , )  N






qui est bien l'expression du produit interne des deux vecteurs, reliant ainsi les notions de orthogonalité1
 statistique et de orthogonalité géométrique.


1.3.3 Processus non-correlés


Deux processus sont non correlés si leur fonction de covariance est identiquement nulle:


Kxy( , )t u 0.


Notons que non-corrélation n'implique pas, en général, orthogonalité. On peut démontrer que
 Kxy( , )t u  Rxy( , )t u m t m ux( ) y( ).


On peut donc avoir corrélation nulle sans que les processus soient orthogonaux. Cependant, pour des
 processus de moyenne zéro, les deux conditions sont, évidemment, équivalentes.


1.4 Processus indépendants


Deux   processus   aléatoires   sont   indépendants   si   n'importe   quel   ensemble   de   variables
 aléatoires   prises   dans   les   deux   processus   sont   indépendantes.   Cela   veut   dire   que,


t1,...,tp,tp1,...,tN T  , la densité conjointe des variables aléatoires  x t( ),... (1 x tp)  de
 x t( ), et y t( p1),..., (y tN) de y t( ), factorise de la façon suivante:


pxt x y y xt xt yt yt px x xt xt py y yt yt


t p t p tN p p N t t p p t p tN p N


1... 1... ( 1,..., , 1,..., ) 1... ( 1,..., ) 1... ( 1,..., )


    


1.5 Processus stationnaires



(6)On dit qu'un processus est stationnaire si ses caractéristiques ne varient pas avec la définition
 de l'origine du temps, ou, encore, si ses caractéristiques statistiques ne varient pas le long du
 temps. On défini plusieurs types de stationnarité.


Stationnarité au sens strict


Un processus est stationnaire au sens strict si pour toute valeur de N, sa caractérisation d'ordre
 N est invariante par rapport à une translation de l'axe des temps:



   


px t( )1x t(N) x t( ),1 , (x tN)  px t(1)x t(N) x t( 1),, (x tN )
 Exemple.


Considérer le processus défini dans la page 28. Montrer qu'il s'agit d'un processus stationnaire.


Stationnarité au sens large (ou de deuxième ordre)


Un processus aléatoire est stationnaire au sens large si sa moyenne est constante,
 mx( )t mx,


et sa fonction d'auto-covariance ne dépend pas de l'origine du temps. Comme  K t ux( , )  ne
 dépend que de deux instants du temps, la condition précédante est équivalente à


Kx( , )t u  Kx(tu).
 Processus conjointement stationnaires


Deux processus sont conjointement stationnaires si
 a) chacun est stationnaire considéré d'une façon isolée, et


b) leur corrélation croisée Rxy( , )t u  dépend seulement de la différence  t u:
 Rxy( , )t u  Rxy(t u ) Rx( )


On   notera   que   dans  ce  cas,  leur   covariance   croisée  dépend   également   uniquement   de  la
 différence des instants de temps considérés.


Processus cyclo-stationnaires


Un   processus   est   cyclo-stationnaire  au   sens   strict  si   ses   statistiques   sont   des   fonctions
 périodiques du temps (de période T).


Théorème


Si x t( ) est un processus cyclo-stationnaire au sens strict et  est une variable aléatoire
 uniforme en  0,T , alors x t( )x t( ) est un processus stationnaire au sens strict.


Un processus est cyclo-stationnaire  au sens large  si ses moments d'ordre 1 et 2 sont des
 fonctions périodiques :


m t kT m t


R t kT u kT R t u


x x


x x


( ) ( )


( , ) ( , )


 


  


Théorème


Si x t( ) est un processus cyclo-stationnaire au sens large et  est une variable aléatoire
 uniforme en  0,T , alors x t( )x t( ) est un processus stationnaire au sens large, et


m t m


T m t dt


R T R t t dt


x x T x


x T x


( ) ( )


( ) ( , )


 


 










1


 1 


1.6 Ergodicité



(7)La propriété d'érgodicité lie les moyennes statistiques (effectuées sur l'espace des réalisations
 sous-jacent   à   la   définition   des   variables   aléatoires   qui   constituent   le   processus)   et   les
 moyennes temporelles (effectuées sur  les fonctions du  temps qui sont  les  réalisations  du
 processus).


Un processus aléatoire est ergodique si ses moments peuvent être obtenus comme des
 moyennes à partir d'une seule de ses réalisations. Ceci doit être vrai en particulier pour
 les moments d'ordre 1 et 2:
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 (
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)
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Si l'on examine la première équation, on se rend compte que le membre gauche ne
 dépend pas du temps, et donc que pour que cette équation puisse être vérifiée, il faut
 que le processus ait une moyenne constante. De la même façon, pour que la deuxième
 équation soit possible le procéssus doit être stationnaire au sens large, on aura alors
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On peu donc affirmer que pour qu'un processus soit érgodique, il doit nécessairement
 être stationnaire:


L'affirmation contraire est fausse, comme le montre l'exercice suivant.


Exercice.  Soient   X et   Y deux processus stationnaires et ergodiques. A partir de ces deux processus
 on construit un troisième processus de la façon suivante. On lance une pièce et si le résultat est face
 on   observe   le   processus  X  :  z(k) x(k);  en   cas   contraire   on   observe   le   processus  Y:


)
 (
 )
 (k y k


z  . Montrer que le processus Z est stationnaire, mais pas ergodique. 


Exercice.  Montrer   que   le   processus   introduit   dans   l'exemple   1   est   ergodique.   Vérifier   ceci   en
 comparant   (utiliser   Matlab)   l'histogramme   d'une   réalisation  x( ,11), ( ,x 2 1),x N( ,1)
 (utiliser plusieurs valeurs de N) avec la densité d'ordre 1 obtenue  théoriquement.


Exemple.  Considérer   le   processus   aléatoire   stationnaire  x t( )  de   moyenne   nulle   et   de   fonction
 d’auto-covariance





 e


K( )


Soit T la moyenne temporelle de x t( ) calculée sur l'intervalle [-T,T]:






 T


T T x t dt


T ( )


2


 1 .


On peut conclure facilement que la valeur moyenne de la variable aléatoire T est aussi zéro:



  
  
  
 







 T


T
 T


T T E x t dt


dt T
 t
 T x


E


E ( ) 0


2
 ) 1


2 /


 1


Le calcul de la covariance de T peut être fait à partir de la définition de covariance:


ergodicité  stationnarité



(8)
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L'intégrale   de  l'équation  précédante   peut   être  simplifiée.  Si on définie   t u, on  voit  que la
 fonction qui est intégrée est constante selon les lignes indiquées sur la figure suivante:


-T
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 T


T t


u


t-u=0





2T
 -2T


On effectue la transformation de variables suivante:
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dont le Jacobien est


J   J
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1 1


1 1


1
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 L'intégrale peut donc s'écrire, d'une façon équivalente,
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Si on utilise  maintenant la définition de K( ) ,
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La  limite  quand  T  de cette  expression est  0, et  donc la variable  aléatoire  T  -- la valeur
 moyenne temporelle -- tend en probabilité vers la valeur moyenne statistique, ce qui montre que le
 processus est ergodique pour la moyenne.


Cet exemple  montre que l'ergodicité  pour la moyenne  correspond à une condition sur le moment
 d'ordre deux du processus. On peut vérifier facilement que l'ergodicité pour l'auto-correlation conduit
 à une condition sur un moment d'ordre quatre du processus.


On   vient   d'introduire   un   ensemble   de     définitions   qui   caractérisent   statistiquement   un
processus   stochastique.   Dans   le   reste   de   ce   cours,   on   utilisera   souvent   la   fonction   de
corrélation, la covariance croisée, etc., et on aura occasion de faire référence à des propriétés



(9)comme stationnarité ou ergodicité. Les caractérisations des signaux aléatoires que l'on vient
 de présenter sont bien différentes de celles qui sont utilisées pour les signaux déterministes, et
 qui  consistent,   par  exemple,     à  donner  une formule  analytique   qui décrit   sont  évolution,
 spécifier leur spectre, où encore à les décrire comme la sortie d'un système linéaire. Comme
 on discutera dans une section postérieure, des représentations équivalentes existent aussi pour
 certains processus aléatoires. 


1.7 Processus Gaussiens


Il   y   a   plusieurs   façons   de   définir   un   processus   Gaussien.   On   présente   ici   deux   de   ces
 définitions:


Un p.s. est Gaussien si toute combinaison linéaire (de coefficients qui ne sont pas
 identiquement nuls) est une variable aléatoire gaussienne.


Un p.s. est Gaussien si ses densités d'ordre  n  sont conjointement gaussiennes, pour
 toutes valeurs de n.


Exercice.


Un p.s. discret, x( ), ( ),...1 x 2  , est Gaussien, de moyenne nulle. Soit ij E x i x j( ) ( ) . Montrer
 que le processus est stationnaire ssi ij dépend uniquement de i j .


1.8 Processus de Markov


Les processus de Markov jouent un rôle important dans la théorie du traitement du signal,
 parce qu'ils conduisent, dans beaucoup de circonstances, à des filtres de mémoire finie. On
 présente ici uniquement la définition pour des processus discrets (ensemble T dénombrable).


Définition.


Un processus x t t T( ),   est de Markov si
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(x k x k x k x k p x k x k


p       .


L'équation précédente décrit de façon formelle la propriété suivante: le futur et le passé sont
 conditionnellement indépendants, étant donné le présent.


Exemple


Soient Y1,Y2, des variables aléatoires iid, et S le processus défini par ses sommes partielles


S k y i


i


( ) k ( )





 1

.


Montrer que S est un processus de Markov (noter que ce processus a été introduit dans l'exemple de la
 page 29).


Quand   les   variables   aléatoires  x(k)sont   discrètes,   définies   dans   un   même   ensemble
 dénombrable  , on appelle le processus de Markov une  chaine de Markov. Le processus


Snétudié dans l’appendix du Chapitre 1 est un exemple d’une chaine de Markov, qui prend
 des valeurs dans les entiers. Ces processus sont complètement caractérisés par 


· la distribution de leur valeur initiale




x(0)ai
 pi ,ai

Pr 0


· l’ensemble de probabilités conditionnelles




x(k)ai |x(k1)aj
 pij(k), ai,aj
 Pr

On doit avoir, évidemment,
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Si les probabilités pij(k) pij ne dépedent pas de l’instant k considéré, on dira qu’il s’agit
 d’une chaine de Markov de probabilité de transition stationnaire. Par la suite, on considere
 uniquement ce type de chaines.


La probabilité pour que la chaine prenne la valeur x(k) ai à l’instant k, sachant que sa 
 valeur à l’instant n est x(n)aj est donnée par
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où  r  est   un   instant   quelconque   pris   entre  k  et  n.  Cette   formule   est   connue   par   le   nom
 d’équation de Chapman Kolmogorov, et joue un rôle fondamentale dans l’étude des processus
 Markov. 


Pour des chaines avec des transitions stationnaires, la probabilité dépend uniquement de la
 distance entre les deux  instants considérés :
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En définissant m=k-r et s=r-n (et donc k-n=m+s), on obtient
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Considérons maintenant le cas où l’ensemble de valeurs prises par la chaine est fini, c’est à
 dire #M . Soit P la matrice MxM dont les entrées sont les valeurs de la probabilité de
 transition de la chaine
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Alors, on peut montrer que la densité de transition en n steps, P(n), formée par les valeurs de
 la probabilité de transition en n steps, est donnée par le puissance n de la matrice P :


n


n P


P( ) 


Notons   que   les   équations   précédantes   permettent   le   calcul   de   la   loi   de   probabilité   pour
 n’importe quel instant du temps :
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et si on défini  p(k) comme le vecteur 
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on a l´équation
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1.8.1 Fermeture et ensembles fermés


On dit que l’état aipeut être atteint à partir de l’état ajs’il existe un n0 tel que pij(n) 0.
 Définition 


Un sous-ensemble C de l’espace d’états  est fermé si aucun état en dehors de C peut être
atteint   à  partit   d’un  état  dans  C.   Soit  B  un  sous-ensemble  arbitraire   de  .   On  appelle



(11)fermeture de B le plus petit sous-ensemble de  contenant B qui est fermé. Si la fermeture
 d’un élément aide coincide avec ai, alors on dit que l’état ai est absorbant.


Une chaine de Markov est irréductible si le seul sous-ensemble fermé de  est .


Il est évident que C est fermé si et seulement si  pij 0,ai C,aj C. Dans ce cas, on peut
 éliminer toutes les lignes et colonnes correspondantes aux états en dehors de C, et la matrice
 résultante est encore une probabilité de transition pour une chaîne réduite, qui a pour espace
 d’états . 


Exemple


Considérons une chaîne avec la matrice de transition suivante
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 0
 0
 0
 3
 .
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 3
 .
 3
 .
 0


7
 .
 0
 0
 0
 0
 5
 .
 0
 0
 0


P


Remarquons d’abord que l’état 7 ne peut conduire qu’à lui même. Il s’agit donc d’un état absorbant : si
 la chaîne rentre dans cet état, elle y restera toujours.


L’état 6 peut conduire à lui même où a l’état 7. Donc, C1 

e6,e7
 est un ensemble fermé.

On remarque aussi que l’état 1 ne peut conduire qu’à l’état 4, et que celui-ci ne peut conduire qu’à 1 de
 nouveau   ou   à   9.   Finalement,   l’état   9  peut   de   nouveau   conduire   à   1  ou   rester   dans   le   même   état.


L’ensemble C2 

e1,e4,e9
constitue donc un ensemble fermé. 

L’état 2 ne peut conduire qu’aux états 6 ou 7. C3 

e2,e6,e7
 est donc aussi un ensemble fermé.

On reconnaitera facilement les autres ensembles fermés de cette chaine :  C4 

e2,e3,e6,e7,e8
,



 2 5 6 7


5 e ,e ,e ,e


C  .


Notez qu’une renumérotation des états (6,7,2,5,3,8,1,4,9) permet  d’écrire la matrice de transition de
 cette chaîne de la forme suivante :
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Comme l’exemple pécédent montre, si une chaîne a un sous-ensemble fermé de dimension r,
 alors on peut toujours re-ordonner les états de façon à écrire sa matrice de transition dans la
 forme





 








V
 U
 Q
 P 0


où la matrice Q  est de dimension rxr et V est une matrice carrée de dimension M-r. Dans ce
cas, on vérifie facilement que
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Ceci indique qu’on peut étudier séparemment l’évolution des états dans un ensemble fermé et 
 dans son complément.


Définition


Un état ai a période t>1 si pii(n) 0,nkt, et t est le plus grand entier avec cette propriété.


Définitions


Soit  fij(n)la probabilité pour que depuis létat i  le premier retour à l’état j soit obtenu après n
 steps. Par définition, fij(0) 0. Alors, la probabilité pour que la chaîne retourne à iaprès avoir
 passé par j est donnée par 
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et le nombre moyen de steps nécessaires (temps moyen de recurrence) pour y retourner est
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Quand  fij=1, les  fij(n) sont une loi de probabilité, et on l’appelle la distribution du premier
 temps de passage.


Définition


Un état ai est persistant si  fij =1 et transitoire si  fij<1. Un état persistant est dit nul si son
temps   moyen   de   recurrence   est   infini.   Un   état   apériodique   persistant   et   non-nul   est   dit
ergodique.
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2. Représentations de Processus Stochastiques


2.1 Théorème de Mercer. Représentation de Karhunen Loève.


La première représentation qu'on étudiera est étroitement liée à la fonction d'auto-covariance
 du processus. Par la suite, et pour simplifier la notation, on considère que le processus a
 moyenne nulle :  t T m t, x( ) 0 .


Avant   de  présenter   cette   représentation,   on  rappelle   la   notion   d'ensemble  complet   ortho-
 normé de fonctions.


Soit F un espace (vectoriel) de fonctions de dimension infinie F

 f t( )
 . Une famille
 dénombrable de fonctions   de  F:  
i( )t 
i1,...,  i( )t F, est un ensemble complet
 ortho-normé si

i) elles sont orthogonales,


i( )t j( ),t i j, 
 et normées


i( )t 1, i


ii)  toutes les fonctions de  F  peuvent être écrites comme une combinaison linéaire
 (éventuellement infinie) des fonctions i( )t :
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 On rappelle encore que les coefficients fi sont donnés par le produit interne 


fi f t i t dt


T




 ( ) ( ) .

La représentation de Karhunen Loève est une représentation de ce type, mais où les fonctions


i( )t  sont choisies de façon à ce que les coefficients de la représentation soient des variables
 aléatoires non-correlées. 


Soit  x t( )  un  processus  de  moyenne nulle   et de fonction  de corrélation  R t ux( , ),  et  soit




i( )t 
i1,...  un   ensemble   complet   ortho-normé   de   fonctions.   Définissons   l'ensemble
 dénombrable de variables aléatoires que l'on obtient en faisant le produit interne de x(t) par
 chacune des ces fonctions:

La corrélation croisée des variables xi est, par définition,
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Soit j( )t  le résultat du deuxième intégral de l'expression précédente de façon à ce que :
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(14)et exprimons j( )t  en fonction de l'ensemble complet ortho-normé original:


k tj jp p t


p
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La substitution de cette expression donne
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où ij est le symbole de Kroenecker:


ij i j
 i j


 









 1
 0


ce qui implique donc


ji  2i ij j( )t  2i i( )t
 ou encore, d'après la définition de j( )t :


R t sx i s ds i i t


T ( , ) ( )  ( )




 2 .

L'équation précédente est l'équation aux valeurs et fonctions propres de la fonction R t ux( , ).
 On   peut   donc   maintenant   identifier   l'ensemble   complet   ortho-normé   qui   produit   des
 coefficients non-correlés comme la famille de fonctions propres de la fonction de covariance
 du processus.


Théorème (de Mercer)


Soit K t ux( , ) la fonction de covariance du processus x t( ), et soient i( )t  et 2i ses
 fonctions et valeurs propres. Alors, 









i


i
 i
 i


x t u t u


K ( , ) 2 ( ) ( )
 et la série converge uniformément en T.


Le processus x t( ) peut lui-même être représenté à l'aide des coefficients xi ainsi obtenus:
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où   la convergence de la série est prise au sens de la convergence en erreur quadratique
 moyenne:
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2.2 Spectre de Puissance de Signaux Stationnaires


Dans cette section on considère la caractérisation spectrale de processus stationnaires en sens
 large. On commence par énoncer quelques propriétés des moments d'ordre 1 et 2 de processus
 stationnaires réels.


On cherche les fonctions de façon à ce que
E x xi j  i ij2




    
  




      
      
        
      


            
    
        Références

        
            	
                        
                    



            
                View            
        

    


      
        
          

                    Télécharger maintenant ( DOC - 1 Page - 1.01 MB )
            

      


      
      
        
  Documents relatifs

  
    
      
          
        
            Analyse Spectrale des Signaux Aléatoires
        
      

        • C’est essentiellement cette quantité qui est utile en temps que  descripteur statistique du signal, car la phase est aléatoire et, en  général, de moyenne nulle.. Méthode

    
      
          
        
            Signaux Aléatoires Signaux Aléatoires Signaux Aléatoires Signaux Aléatoires
        
      

        • Il faut un indicateur qui mesure avec quelle « force » la valeur  d’un échantillon à l’instant t+ τ dépend de la valeur à l’instant  t .... Exemples Exemples

    
      
          
        
            Signaux Aléatoires et Systèmes Linéaires
        
      

        Signaux Aléatoires et Systèmes Linéaires.. Cas des

    
      
          
        
            Traitement des Signaux Aléatoires
        
      

        Pour simplifier la discussion, sans prendre les précautions mathématiques nécessaires donc, supposons que toutes les trajectoires d’un signal aléatoire X(t) sont de puissance

    
      
          
        
            Filtrage des signaux déterministes à 
        
      

        On peut conclure  qu’un  filtre est un circuit qui apporte une modification  de l’amplitude et (ou) de la  phase des composantes spectrales d’un signal, donc c’est un sélecteur

    
      
          
        
            PROPAGATION DES SIGNAUX - corrigé du TP
        
      

        Il aurait en outre été intéressant d'étudier l'influence de la fréquence du signal ; en particulier dans un milieux  dispersif la célérité dépend de la fréquence.. ◊ remarque :

    
      
          
        
            TD1 : Processus et signaux
        
      

        2) Ecrire le serveur ´ pair-ser.c qui cr´ee une socket d’´ecoute, l’attache `a une adresse donn´ee en argument, puis entre dans une boucle sans fin, dans laquelle il attend

    
      
          
        
            Td corrigé  PRÉSENTER LE RÔLE, L'INTÉRÊT ET LES LIMITES pdf
        
      

        L’arbre des causes représente sous forme de graphique logique les  combinaisons d’événements qui se sont effectivement produites dans un  cas donné et qui ont conduit à

      



      

    

    
            
                        
             Téléchargez tous les documents en téléchargeant vos documents d'étude.

            
              

                        
  

                
            
            
        
        Téléverser
                

            Votre document sera enrichi, partagé sur 123dok FR pour vous aider à étudier.

          

                    
      
  Documents relatifs

  
          
        
    
        
    
    
        
            Les signaux déterministes à temps  continu 
        
        
            
                
                    
                    14
                

                
                    
                    0
                

                
                    
                    0
                

            

        

    


      

          
        
    
        
    
    
        
            Measurement of the $\Upsilon$ polarizations in $pp$ collisions at $\sqrt{s}=7$ and 8 TeV
        
        
            
                
                    
                    62
                

                
                    
                    0
                

                
                    
                    0
                

            

        

    


      

          
        
    
        
    
    
        
            Properties of microinjection molding of polymer multiwalled carbon nanotube conducting composites
        
        
            
                
                    
                    13
                

                
                    
                    0
                

                
                    
                    0
                

            

        

    


      

          
        
    
        
    
    
        
            Reflection of Electromagnetic Waves on Moving Interfaces for Analyzing Shock Phenomenon in Solids
        
        
            
                
                    
                    13
                

                
                    
                    0
                

                
                    
                    0
                

            

        

    


      

          
        
    
        
    
    
        
            Cette date correspond à la journée nationale de mobilisation des professions infirmières et paramédicales de la Fonction Publique Hospitalière
        
        
            
                
                    
                    1
                

                
                    
                    0
                

                
                    
                    0
                

            

        

    


      

          
        
    
        
    
    
        
            Longueur de signaux stochastiques à bandes limitées : Filtres de Lorentz
        
        
            
                
                    
                    3
                

                
                    
                    0
                

                
                    
                    0
                

            

        

    


      

          
        
    
        
    
    
        
            Modèles aléatoires hiérarchiques pour la modélisation de signaux audio
        
        
            
                
                    
                    5
                

                
                    
                    0
                

                
                    
                    0
                

            

        

    


      

      


              
          
            
          

        

          

  




  
  
  
    
      
        Entreprise

        	
             À propos de nous
          
	
            Sitemap

          


      

      
        Contact  &  Aide

        	
             Contactez-nous
          
	
             Retour d'information
          


      

      
        Mentions Légales

        	
             Conditions d'utilisation
          
	
             Politique
          


      

      
        Social

        	
            
              
                
              
              Linkedin
            

          
	
            
              
                
              
              Facebook
            

          
	
            
              
                
              
              Twitter
            

          
	
            
              
                
              
              Pinterest
            

          


      

      
        Obtenez nos applications gratuites

        	
              
                
              
            


      

    

    
      
        
          Écoles
          
            
          
          Thèmes
                  

        
          
                        Langue:
            
              Français
              
                
              
            
          

          Copyright 123dok.net © 2024

        

      

    

  




    



  
        
        
        
          


        
    
  
  
  




     
     

    
        
            
                

            

            
                                 
            

        

    




    
        
            
                
                    
                        
                            
  

                            

                        
                            
  

                            

                        
                            
  

                            

                        
                            
  

                            

                        
                            
  

                            

                    

                    
                        

                        

                        

                        
                            
                                
                                
                                    
                                

                            

                        
                    

                    
                        
                            
                                
  

                                
                        

                        
                            
                                
  

                                
                        

                    

                

                                    
                        
                    

                            

        

    


