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1. Démonstrations


1.a :  Toute similitude de rapport k (>0) est la composée d’une homothétie de 
 rapport k et d’une isométrie


Soit s une similitude de rapport k positif et h une homothétie de rapport 1


k. La composée
 h s  est alors une similitude de rapport k.1 1


k , c’est donc une isométrie f. 


On a donc h s f  h1 h s h 1f  s h1f où l’homothétie h1 a pour rapport k.


1.b :  Les isométries du plan sont les transformations z'e z bi   ou z'e z bi 
 Il est immédiat de montrer que ces deux types de transformations sont des isométries ; par
 exemple pour z'e z bi   : 


1 1


( ) '( ')


M z M z et N z( )2 N z'( ')2 , soit


2 1 2 1 2 1 2 1


' ' ' ' i 1


M N  z z  e z z  z z  z z  MN.


Il est plus délicat de montrer que toute isométrie est de cette forme : soit f une isométrie
 du plan muni d’un repère orthonormal (O, I, J) ; on note (O’, I’, J’) le repère image par f : ce
 repère est également orthonormal d’après les propriétés des isométries (conservation des
 longueurs et des angles, les isométries  positives  conservant le sens des angles, les iso.


négatives les renversant).


Prenons M(x ; y), on a OMxOI yOJ , M’(x’ ; y’) son image par f : O M' 'x O I' ' 'y O J' ' '.  
 Calculons les produits scalaires : 


. 2 .


OM OI xOI yOJ OI x, OM OJ . xOI OJ yOJ .  2y, de même O M O I ' '. ' 'x', O M O J ' '. ' 'y'.
 Mais comme les distances et les angles sont conservés, on a 



   


. . .cos , ' '. ' '.cos ' ', ' ' ' '. ' '
 OM OI OM OI OM OI O M O I O M O I O M O I


       


ainsi que OM OJ O M O J   .  ' '. ' '


 d’où  '
 '
 x x
 y y


 


   et O M' 'xO I' 'yO J' '
 .


Passons maintenant en complexes : prenons dans le repère (O, I, J) les affixes : O(0)O b'( )
 , O I u' '( )


, O J v' '( )


 et M z x iy(   ). 


* O I' ' est normé donc  u   1 u ei,  réel quelconque.


*  ' 'O J est normé et orthogonal à O I' ' donc v iu ie  i ou v   iu iei .



(3)* O M' 'xO I' 'yO J' '  z b xu yv'   d’où les deux possibilités : 


' '


' '


i i i i


i i i i


z b xe iye e z z e z b
 z b xe iye e z z e z b


   


   


       


 


 


     


 


  .


1.c : Caractérisation complexe d’une similitude


Les   deux   résultats   précédents   donnent   immédiatement   que   si  s  est   une   similitude   de
 rapport k > 0, elle est de la forme z f z' e z bi  h kz'  ke z kbi    ke z ci 


ou de la forme z f z' e z bi  h kz'  ke z kbi    ke z ci  .


En fait  kei   est un complexe  a  quelconque de même que  c, ce qui donne  z'az c   ou
 '


z az c .


1.d : Propriétés des similitudes


* Les   similitudes   de   la   forme  z'az b   sont   associées   aux   isométries   positives,   elles
 conservent le sens des angles : prenons trois points M, N, P et leurs images M’, N’, P’ ; 
 on a alors 

  M N M P' ', ' '
 argp mn m'' ''arg((ap ban b  ) () (am bam b ))argp mn m 
  MN MP, 


.


* Les   similitudes   de   la   forme  z'az b   sont   associées   aux   isométries   négatives,   elles
 renversent le sens des angles : prenons trois points M, N, P et leurs images M’, N’, P’ ; 




 M N M P' ', ' '
 argp mn m'' ''arg((ap ban b  ) () (am bam b ))argp mn m arg p mn m  
 MN MP, 


   


.


* Conservation du barycentre : soit G le barycentre de 

( , ) ;( , )M  N  
 , M’ et N’ les images

de  M  et  N, alors m am b'  , n'an b ,


1 1


( ) ' ( ) a ( )


g m n g a m n b m n b


     


 


              ;   montrons   que  G’   est   le
 barycentre de 

( ', ) ;( ', )M  N  
  : 


     


1 1 1


' ' ' a ( )


g m n am b an b m n b b ag b


       


           


    .


En fait cette propriété est suffisante puisque l’associativité du barycentre fait que ceci sera
 valable pour un nombre quelconque de points.


Par ailleurs ceci permet de montrer d’autres propriétés simples comme la conservation du
 parallélisme.


1.e : Une similitude ayant deux points fixes distincts est soit l’identité, soit une 
 symétrie axiale


Si notre similitude s’écrit z'az b , elle a soit un seul point fixe 
 1
 z b


 a


 , soit une infinité
 lorsque a = 1 et b = 0 ; c’est donc l’identité si elle en a plus que un.


Si elle s’écrit z'az b  et qu’elle a comme points fixes u et v, on a :



 


( ) '


u v vu uv
 b u u


u au b u au b u v u v z u u v z u


u v
 u v a u v


v av b a u v


u v


 


   


    


         


         


  


 


.


Cette   dernière   écriture   est   celle   d’une   réflexion   d’axe   (uv),   ce   que   le   lecteur   vérifiera
 aisément…


1.f : Forme réduite d’une similitude directe


Une similitude directe  s  (avec  a  différent de 1, qui n’est donc pas une translation) a un
 point fixe : , seul point tel que 


1
 a b b


   a


 .



(4)On a alors  ' 

 , '
 arg ' (2 )

' ( ) ( )


' '


i


M M z


z az b z a z ke z z


M z


a b k


M z


   


   


  





     


  


        


     


   


  





 


.


s  est donc la composée d’une homothétie de rapport  k  et d’une rotation d’angle  , les
 deux de centre ( ) .


Remarquez que si vous tombez dans vos calculs sur un rapport négatif, il suffit de rajouter


 à  pour revenir à un rapport positif : kei e kei i kei(  ).


1.g : Propriété : « étant donnés quatre points A, B, A’, B’ tels que AB et A’B’, 
 il existe une unique similitude directe transformant A en A’ et B en B’ ».


Avec tous les résultats précédents c’est un jeu d’enfant :


on a les affixes  a,  a’,  b  et  b’. Si on a une similitude directe, celle-ci s’écrit  z'z ; il
 suffit donc de trouver  et  en fonction de a, a’, b et b’.


' '


' '


'


' ' ' ' ( ) '


a a a a b a


A A


B B b b b a b a ab aa


    


    


 


   


   


    


         


     


 ;
 c’est tout.


1.


      Exercice


On considère un triangle OA0B0 rectangle isocèle en O et tel que la distance A0B0 soit égale
 à 4 2. On précise de plus que l’angle 

OA OB 0, 0


 est un angle droit direct.


On définit alors pour tout entier naturel n les points An+1 et Bn+1 de la façon suivante :
 – An+1 est le milieu du segment [AnBn] ;


– Bn+1 est le symétrique du point An+1 par rapport à la droite (OBn).


1. Représenter le triangle OA0B0, puis construire les points A1, B1, A2, B2, A3, B3.


2. a. Démonstration de cours. Démontrer qu’il existe une similitude directe et une seule
 qui transforme A0 en A1 et B0 en B1.


b. Soit s cette similitude : préciser son angle et son rapport, puis vérifier que son centre est
 O. Démontrer que, pour tout entier naturel n, la similitude s transforme An en An+1 et Bn en
 Bn+1.


3. a. Démontrer que les points O, An et Ap sont alignés si et seulement si les entiers n et p
 sont congrus modulo 4.


b. On désigne par  le point d’intersection des droites (A0B4) et (B0A4). Démontrer que le
 triangle A0B0 est isocèle en .


c. Calculer la distance A0B4.
 d. Démontrer que A0 4 B4.


e. En déduire l’aire du triangle A B0 0.
 2. Exercice


On considère un triangle OA0B0 rectangle isocèle en O et tel que la distance A0B0 soit égale
 à 4 2. On précise de plus que l’angle 

OA OB 0, 0


 est un angle droit direct.


On définit alors pour tout entier naturel n les points An+1 et Bn+1 de la façon suivante :
 – An+1 est le milieu du segment [AnBn] ;


– Bn+1 est le symétrique du point An+1 par rapport à la droite (OBn).


1. Représenter le triangle OA0B0, puis construire les points A1, B1, A2, B2, A3, B3.
 2. Soit s la similitude directe de centre O qui transforme A0 en A1.


a.   Déterminer   l’angle   et   le  rapport  de   la  similitude  s,  puis  montrer  que   la  similitude  s
transforme B0 en B1.



(5)b. Démontrer que pour tout entier n, la similitude s transforme An en An+1 et Bn en Bn+1.
 3. a. Démontrer que les points O, An et Ap sont alignés si et seulement si les entiers n et p
 sont congrus modulo 4.


b. On  désigne   par    le   point   d’intersection   des   droites   (A0B4)   et   (B0A4).   Déterminer   la
 valeur exacte de l’aire du triangle A B0 0 (tout élément de réponse, par exemple l’exposé
 d’une méthode ou la détermination d’une valeur approchée, sera pris en compte).


Correction





B4
 A4


B3
 A3


B2


A2
 B1


A1
 B0


A0
 O


2. a. Evident : angle =  
 4


 , rapport =   1


2. Comme  

 i OA, 0
 4, la symétrie par rapport à



OB0
 
O j,
  donne  
OB OA 0, 3 
 OB OB 0, 1
 4

 ;   comme   1 1 0 0


1 1


2 2


OB OA  OA  OB ,   le
 rapport est encore  1


2.


b. Comme on répète la même séquence d’opérations à chaque fois, la transformation qui
 envoie A0 sur A1 enverra An sur An+1, et pareil pour Bn et Bn+1. Si on ne se suffit pas de cet
 argument, on peut reprendre tout, mais c’est une perte de temps…


3. a. Si on prend le repère   1 0 1 0


; ,


4 4


O OA OB


 


 


 


 


, le point  A0  a pour affixe 4,  A1  a pour affixe
 1 4


4 2
 ei





, etc. d’où An :  1 4


4 2


n in


e


  


 


   ; les points O, An et Ap sont alignés si et seulement si 




 n, p
 0 
 arg p 0 
 4 4 4 ,

n


OA OA z n p k n p k k


z


 


  


         


 


,
 soit lorsque les entiers n et p sont congrus modulo 4.


b. Le  plus  simple   (lorsqu’on  n’a   pas   d’indication,   sinon   reprendre   la  méthode   proposée
dans   l’exercice   précédent)   semble   encore   de   déterminer   les   coordonnées   de    en
cherchant l’équation de (A0B4) puis en coupant par (y = x) ;  est sur cette droite pour des
raisons de symétrie évidentes.



(6)
 


0 4; 0


A ,  B4  a   pour   ordonnée   l’abscisse   de  A4,   soit  


4 4


1 4


4 1


2
 ei


  


   


   ;   la   droite   a   pour
 équation  4 4


0 4 4 0


0 1


x x y


y


 


     


   d’où  a pour coordonnées  4; 4


3 3


  


 


  ; on calcule la
 distance 


2 2


0


4 4 4 17


4 3 3 3


A    


         , l’aire du triangle est donc 


0 0 0


1 1 1 4 8


2 4 2 17 34


2 2A B A 2 3 3


      


 


  .


2. Exercices
 1.


      Similitude + ROC, La Réunion 2010


Partie I : Restitution organisée de connaissances
 Le plan complexe est rapporté à un repère ( ; , )O u v  .


Prérequis : on rappelle que l’écriture complexe d’une similitude directe du plan est de la
 forme z'z où  est un nombre complexe non nul et   est un nombre complexe.


Soient A, B, C, D quatre points du plan ; on suppose d’une part que les points A et C sont
 distincts et d’autre part que les points B et D sont distincts.


Démontrer qu’il existe une unique similitude directe s telle que s(A) = B et s(C) = D.


Partie II


Le plan complexe est rapporté au repère orthonormal direct 

 A AB AD; , 
 . On considère le
 point C tel que ABCD est un carré.

Soit E le milieu du segment [AD], on considère le carré EDGF tel que 

 ED EF ; 
2
mod2
 .

1. a. Faire une figure en plaçant les points  A, B, C, D, E, F, G. On complètera la figure au
 cours de l’exercice.


b. Préciser les nombres complexes a, b, c, d, e, f , g , affixes respectives des points A, B, C,
 D, E, F et G.


c. Montrer qu’il existe une unique similitude directe s du plan telle que s(D) = F et s(B) = D.


2. On se propose de préciser les éléments caractéristiques de la similitude directe s.


a. Déterminer son rapport k et son angle .
 b. Donner l’écriture complexe de cette similitude.


c. Déterminer le centre  de la similitude directe s.


2.


      Translation et rotation, France 2010


Dans tout l’exercice,  ( ; , )O u v    est un repère orthonormal direct du plan complexe (unité
 graphique : 4 cm).


On désigne par A le point d’affixe zA = 1.


1. On considère la transformation T du plan qui, à tout point M d’affixe z, associe le point
 d’affixe z'  z 2.


a. Déterminer les images respectives par la transformation T du point  A  et du point  
 d’affixe 1i 3.


b. En déduire la nature et les éléments caractéristiques de la transformation T.


c. Déterminer l’image par la transformation T du cercle C de centre O et de rayon 1.


2. C’ désigne le cercle de centre O’ d’affixe 2 et de rayon 1.


a. Construire le point A’ appartenant au cercle C’ tel que : 

OA O A , ' '
3
mod 2


.



(7)b. À tout point M du cercle C d’affixe z, on associe le point M’ du cercle C’ d’affixe z’ tel que
 : 

OM O M , ' '
 3
mod 2


.


Déterminer le module et un argument de z' 2
 z


 . En déduire que z' ei z3 2





  .


c. Préciser la nature et les éléments caractéristiques de la transformation r qui à tout point
 M du plan d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ telle que z' e zi3 2





  .


3. Dans cette question, toute trace de recherche, même incomplète, ou d’initiative, même
 non fructueuse, sera prise en compte dans l’évaluation.


À tout point  M  du plan, on associe le point  M1  milieu du segment [MM’]. Quel est le lieu
 géométrique du point M1 lorsque M décrit le cercle C ?


3.


      Similitudes, Centres étrangers 2010


Le plan complexe est muni d’un repère orthonormal direct ( ; , )O u v   d’unité graphique 1 cm,
 on considère les points A, B, C, M, N et P d’affixes respectives : a 1 i, b  1 2i, c 2 3i,


7 5


m  i, p 9 i.


1. a. Placer les points A, B, C, M, N et P dans le repère.


b. Calculer les longueurs des côtés des triangles ABC et NMP.


c. En déduire que ces deux triangles sont semblables.


Dans  la suite de l’exercice, on se propose  de mettre en évidence deux similitudes qui
 transforment le triangle ABC en le triangle MNP.


2. Une similitude directe


Soit s la similitude directe qui transforme le point A en N et le point B en P.


a. Montrer qu’une écriture complexe de la similitude s est :  6 8 23 9


' 5 5 5 5


z    i z   i.


b. Déterminer le rapport, la valeur de l’angle arrondie au degré, ainsi que le centre de la
 similitude s.


c. Vérifier que la similitude s transforme le point C en M.


3. Une similitude indirecte


Soit s’ la similitude dont l’écriture complexe est : z' 2 i z 3 3i.
 a. Vérifier que : s’(A) = N, s’(B) = M, s’(C) = P.


b. Démontrer que s’ admet un unique point invariant K d’affixe k = 1 − i.


c. Soit h l’homothétie de centre K et de rapport 1


2 et J le point d’affixe 2. On pose : f s h' .
 Déterminer   les   images   des   points  K  et  J  par   la   transformation  f.   En   déduire   la   nature
 précise de la transformation f.


d. Démontrer que la similitude s’ est la composée d’une homothétie et d’une réflexion.


4.


      Similitude, Asie 2010


Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct ( ; , )A u v  . L’unité graphique
 est 1 cm. On note i le nombre complexe de module 1 et d’argument 


2


 . On considère les
 points B, C et H d’affixes respectives : b = 5i, c = 10 et h = 2 + 4i.


Construire une figure que l’on complétera au fur et à mesure des questions.


1. Étude de la position du point H


a. Démontrer que le point H appartient à la droite (BC).


b. Calculer  h


h c , et en déduire que 

 HC HA, 
  2 
2 .

2. Étude d’une première similitude



(8)a. Calculer les rapports :  BH
 AH,  BA


AC, AH
 CH .


b. Démontrer  qu’il existe une similitude directe  S1  qui transforme le triangle  CHA  en le
 triangle AHB.


c. Déterminer   l’écriture   complexe   de   cette   similitude  S1  ainsi   que   ses   éléments
 caractéristiques.


3. Étude d’une seconde similitude


Dans cette question, toute trace de recherche, même incomplète, ou d’initiative, même
 infructueuse, sera prise en compte dans l’évaluation.


On note S2 la similitude qui à tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ telle que :



 


' 1 2 10


z   i z .


Démontrer que S2 est composée d’une symétrie orthogonale d’axe (), et d’une similitude
 directe dont le centre  appartient à (). Préciser ().


4. Étude d’une composée


a. Calculer le rapport de la similitude composée S S2 1.


b. En déduire le rapport entre les aires des triangles CHA et BAC.


5.


      Similitude + ROC, Antilles 2010


Le plan est muni d’un repère orthonormal direct ( ; , )O u v   d’unité 1 cm.


1. Restitution organisée de connaissances


On utilisera sans démonstration les deux propriétés suivantes :


Propriété 1 : Toute similitude indirecte qui transforme un point M d’affixe z en un point M’


d’affixe z’ admet une expression complexe de la forme z’ = az + b où a * et b .
 Propriété 2 : Soit  C un point d’affixe c. Pour tout point  D, distinct de C, d’affixe d et pour
 tout point E, distinct de C, d’affixe e, on a : 

CD CE, 
 arg d ce c 
2 


 


.


Question : Montrer qu’une similitude indirecte transforme un angle orienté en son opposé.


2. Soient les points C et D d’affixes respectives c = 3 et d 1 3i, et S1 la similitude qui à
 tout point  M  du plan associe le point  M1  symétrique de  M  par rapport à l’axe  ( ; )O u   des
 réels.


a. Placer les points C et D puis leurs images respectives C1 et D1 par S1. On complètera le
 figure au fur et à mesure de l’exercice.


b. Donner l’expression complexe de S1.
 3. Soit S2 la similitude directe définie par : 
 – le point C1 et son image C’ d’affixe c' 1 4  i ;
 – le point D1 et son image D’ d’affixe d'  2 2i.


a. Montrer que l’expression complexe de S2 est : z'  iz 1 i.
 b. En déduire les éléments caractéristiques de cette similitude.


4. Soit S la similitude définie par S S S 2 1. Déterminer l’expression complexe de S.


5. On pourra admettre désormais que S est la similitude indirecte d’expression complexe :


' 1


z iz i.


a. Quelle est l’image de C par S ? Quelle est l’image de D par S ?


b. Soit  H  le   point   d’affixe  h  tel   que   :  h c e  i3

 d c 
.   Montrer   que   le   triangle  CDH  est
 équilatéral direct.

c. Soit H’ l’image de H par S. Préciser la nature du triangle C’D’H’ et construire le point H’


(on ne demande pas de calculer l’affixe h’ du point H’).



(9)6.


      Similitude, Amérique du Sud 2009


On considère un carré direct ABCD (c’est à dire un carré ABCD tel que 

  AB AD, 
  2 
2  de

centre I).


Soit J, K et L les milieux respectifs des segments [AB], [CD] et [DA].


1 désigne le cercle de diamètre [AI] et 2 désigne le cercle de diamètre [BK].


Partie A


1. Déterminer le rapport et l’angle de la similitude directe s telle que s(A) = I et s(B) = K.


2. Montrer que les cercles  1  et  2  se coupent en deux points distincts : le point  J  et le
 centre  de la similitude directe s.


3. a. Déterminer les images par s des droites (AC) et (BC). En déduire l’image du point  C
 par s.


b. Soit E l’image par s du point I. Démontrer que E est le milieu du segment [ID].


4. Dans cette question, toute trace de recherche, même incomplète, ou d’initiative, sera
 prise en compte dans l’évaluation.


Démontrer que les points A,  et E sont alignés. (On pourra considérer la transformation
 t s s  ).


Partie B


Désormais, on considère que le côté du carré mesure 10 unités et on se place dans le
 repère orthonormé direct  1 1


; ,


10 10


A AB AD


 


 


 


 


.
 1. Donner les affixes des points A, B, C et D.


2. Démontrer que la similitude directe s a pour écriture complexe  ' 1 5 5
 z 2iz  i.
 3. Calculer l’affixe  du centre  de s.


4. Calculer l’affixe zE du point E et retrouver l’alignement des points A,  et E.


5. Démontrer que les droites (AE), (CL) et (DJ) sont concourantes au point .
 7.


      Similitude+Suite, Pondicherry 2009


Le plan complexe est muni d’un repère orthonormal direct ( ; , )O u v  . On prendra pour unité
 graphique 2 cm.


Soit A et B les points d’affixes respectives zAi et zB 1 2i.


1. Justifier qu’il existe une unique similitude directe S telle que : S(O) = A et S(A) = B.


2. Montrer que l’écriture complexe de S est : z'

1i z i
  .

Préciser les éléments caractéristiques de S (on notera  le centre de S).


On considère la suite de points (An) telle que :


• A0 est l’origine du repère et,


• pour tout entier naturel n, An+1 = S(An).


On note zn, l’affixe de An. (On a donc A0 = O, A1 = A et A2 = B).


3. a. Démontrer que, pour tout entier naturel n, zn 1 

1i
n.
 b. Déterminer,   en  fonction   de  n,  les  affixes   des   vecteurs  An

et  A An n1


.  Comparer   les
 normes de ces vecteurs et calculer une mesure de l’angle 

  A A An, n n1


.


c. En déduire une construction du point An+1 connaissant le point An. Construire les points
 A3 et A4.


4. Quels sont les points de la suite (An) appartenant à la droite 

B
 ?


(10)8.


      ROC + Similitude, Polynésie 2009


Partie A : Restitution organisée de connaissances


Le plan complexe est muni d’un repère orthononnal direct. On supposera connu le résultat
 suivant :


Une application  f  du plan dans lui-même est une similitude directe si et seulement si  f
 admet une écriture complexe de la forme z’ = az + b où a  
 
0  et b .

Démontrer que si  A,  B,  A’  et  B’  sont quatre points teIs que  A  est distinct de  B  et  A’  est
 distinct de B’, alors il existe une unique similitude directe transformant A en A’ et B en B’.


Partie B


Le plan complexe est muni d’un repère orthonormal direct ( ; , )O u v  , unité graphique 2 cm.


On note A, B, C, D et E les points d’affixes respectives z2i, zB = 2, zC = 4 + 6i, zD = –1 + i
 et zE = –3 + 3i.


1. Placer les points sur une figure qui sera complétée au fur et àmesure des questions.


2. Déterminer la nature du triangle ABC.


3. Soit f la similitude plane directe telle que f(A) = D et f(B) = A.


a. Donner l’écriture complexe de f.


b. Déterminer l’angle, le rapport et le centre  de cette similitude.


c. Montrer que le triangle DAE est l’image du triangle ABC par la similitude f.


d. En déduire la nature du triangle DAE.


4. On désigne par (C1) le cercIe de diamètre [AB] et par (C2) le cercle de diamètre [AD].


On note M le second point d’intersection du cercle (C1) et de la droite (BC), et N le second
 point d’intersection du cercle (C2) et de la droite (AB).


a. Déterminer l’image de M par la similitude f.


b. En déduire la nature du triangle MN.


c. Montrer que MB NE MC NA   .
 9.


      Similitudes, N. Calédonie nov 2008


Le plan complexe est muni d’un repère orthonormal direct  

O OI OJ; ; 
. On considère les
 points A et B d’affixes respectives zA = 2 et  3

B 2


z  i.


On   considère   les   points  M,  N  et  P  tels   que   les   triangles  AMB,  BNO  et  OPA  soient   des
 triangles rectangles isocèles de sens direct comme le montre la figure ci-dessous.


On note s1 la similitude directe de centre A qui transforme M en B.


On note s2 la similitude directe de centre O qui transforme B en N. 



(11)On considère la transformation r s s 2 1r.


Le but de l’exercice est de démontrer de deux façons différentes que les droites (OM) et
 (PN) sont perpendiculaires.


1. À l’aide des transformations.


a. Donner l’angle et le rapport de s1 et de s2.


b. Déterminer l’image du point M puis celle du point I par la transformation r.


c. Justifier que r est une rotation d’angle 
 2


  dont on précisera le centre.


d. Quelle est l’image du point O par r ?


e. En déduire que les droites (OM) et (PN) sont perpendiculaires.


2. En utilisant les nombres complexes.


a. Donner les écritures complexes de s1 et s2. On utilisera les résultats de la question 1. a.


b. En déduire les affixes zM et zN des points M et N.


c. Donner, sans justification, l’affixe  zP  du point  P  puis démontrer que les droites (OM) et
 (PN) sont perpendiculaires.


10.


      Spirale+arith, Antilles sept 2008
 Partie A


On considère le système de congruences : 
   



 


2 mod 3
 1 mod 5
 S n


n


 


 


 , où n désigne un entier relatif.


1. Montrer que 11 est solution de (S).


2. Montrer que si n est solution de (S) alors n − 11 est divisible par 3.


3. Montrer que les solutions de (S) sont tous les entiers de la forme 11+15k, où k désigne
 un entier relatif.


Partie B


Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct ( ; , )O u v  .


On considère l’application f du plan qui à tout point M d’affixe z associe le point d’affixe z’


et g celle qui à tout point M d’affixe z associe le point d’affixe z’’ définies par :


1 3


' 2


z  i z


    et z'' e zi5





 .


1. Préciser la nature et les éléments caractéristiques des applications f et g .
 2. On considère les points A0 et B0 d’affixes respectives  23


0 2 i


a e


 


  et  5


0 4 i


b e





 .


Soient (An) et (Bn) les suites de points définies par les relations de récurrences :
 An+1 = f(An) et Bn+1 = g(Bn).


On note an et bn les affixes respectives de An et Bn.
 a. Quelle est la nature de chacun des triangles OAnAn+1 ?
 b. En déduire la nature du polygone A0A1A2A3A4A5.


3. a. Montrer que les points  Bn sont situés sur un cercle dont on précisera le centre et le
 rayon.


b. Indiquer une mesure de l’angle 

OB OB n, n2


.
 c. En déduire la nature du polygone B0B2B4B6B8.
 4. a. Exprimer an et bn en fonction de n.


b. Montrer que les entiers n pour lesquels les points An et Bn sont simultanément sur l’axe
 des réels sont les solutions du système (S) de la PARTIE A.


11.


      Spirale+arith, France et La Réunion sept 2008
5 points



(12)Le   plan   complexe   est   rapporté   au   repère   orthonormal   direct  ( ; , )O u v  .   On  réalisera   une
 figure en prenant 4 cm comme unité graphique sur chaque axe.


On considère le point A d'affixe zA1.
 Partie A


k  est un réel strictement positif ;  f  est la similitude directe de centre  O  de rapport  k  et
 d'angle 


3


 . On note A0A et pour tout entier naturel n, An1f A

 n
.

1. a. Étant donné un point M d'affixe z, déterminer en fonction de z l'affïxe z’ du point  M’


image de M par f.


b. Construire les points A0, A1, A2 et A3 dans le cas particulier où k est égal à 1
 2.


2. a. Démontrer par récurrence que pour tout entier  n,  l'affixe  zn du point  An est égale à


3
 nin


k e


.


b. En déduire les valeurs de n pour lesquelles le point An appartient à la demi droite [ ; )O u
 et, dans ce cas, déterminer en fonction de k et de n l'abscisse de An.


Partie B


Dans cette partie toute trace de recherche, même incomplète, sera prise en compte dans
 l'évaluation. 


Désormais, k désigne un entier naturel non nul.


1. Donner la décomposition en facteurs premiers de 2008.


2. Déterminer, en expliquant la méthode choisie, la plus petite valeur de l'entier naturel k
 pour laquelle k6 est un multiple de 2008.


3. Pour quelles valeurs des entiers  n  et  k  le point  An appartient-il à la demi droite  [ ; )O u
 avec pour abscisse un nombre entier multiple de 2008 ?


12.


      Similitude indirecte, La Réunion, juin 2008
 5 points


1. Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct ( ; , )O u v  . Soient A, B et C
 les points d'affixes respectives zA  2 i, zB 5 2i et zC i. s1 désigne la symétrie d'axe
 (AB).


a. Démontrer que s1 transforme tout point M d'affixe z en un point M’ d'afîixe z’ telle que


4 3 1 3


' 5 5 5 5


z   i z    i.
 b. En déduire l'affixe de C’, symétrique de C par rapport à (AB).


c. Démontrer que l'ensemble des points  M  tels que  z'  est imaginaire pur est la droite (d)
 d'équation 4x3y1.


d. Vérifier que le point C’ appartient à (d).


2. a. Démontrer que les droites (d) et (AB) sont sécantes en un point  dont on précisera
 l'affixe .


b. On désigne par s2 la symétrie d'axe (d) et par f la transformation définie par f s s2 1.
 Justifier que f est une similitude directe et préciser son rapport.


c. Déterminer les images des points C et  par la transformation f.


d. Justifier que f est une rotation dont on donnera le centre.


3. Dans   cette   question   le   candidat   est   invité   à   porter   sur   sa   copie   les   étapes   de   sa
 démarche même si elle n 'aboutit pas.


a. Déterminer les couples d'entiers relatifs (x, y) solutions de l'équation : 4x3y1.


b. Déterminer les points  de (d) à coordonnées entières dont  la distance au point  O  est
inférieure à 9.



(13)13.


      Similitude & suite, France, juin 2008 (c)
 5 points


Le plan est muni d'un repère  orthonormal direct ( ; , )O u v   (unité graphique : 1 cm).


Soient A et B les points d’affixes respectives zA 1 iet  7 7


B 2


z   i.
 1. On considère la droite (d) d’équation 4x3y1.


Démontrer que l’ensemble des points de (d) dont les coordonnées sont entières est 
 l’ensemble des points Mk

3k 1, 4k1
 lorsque k décrit l’ensemble des entiers relatifs.

2. Déterminer l’angle et le rapport de la similitude directe de centre A qui transforme B en



 


1 2, 3
 M  .


3. Soit s la transformation du plan qui à tout point M d’affixe z associe le point M’d’affixe 


2 1 5


' 3 3 3
 z  iz  i.


Déterminer l’image de A par s, puis donner la nature et les éléments caractéristiques de s.


4. On note B1 l’image de B par s et pour tout entier naturel n non nul, Bn1 l’image de Bn


par s.


a. Déterminer la longueur ABn1 en fonction de ABn.


b. À partir de quel entier n le point Bn appartient t-il au disque de centre A et de rayon 10−2


?


c. Déterminer l’ensemble des entiers n pour lesquels A, B1 et Bn sont alignés.


Correction


Soient A et B les points d’affixes respectives zA 1 iet  7 7


B 2


z   i.
 1. On a la solution particulière évidente 

1; 1 
  d’où 


   


4 3 1 1 3 3 1


4 1 3 1


4.1 3. 1 1 1 4 4 1


x y x k x k


x y


y k y k


     


  


      


          


   .


2. Un peu de calcul…



     



   



       



   


1


1 1 1 1


: ' : 7 7 2 3 7 7 1 1 2 3


2 2


1 1 1 1 1 5


9 2 3 4 2 3 4 4 3 2 3 32


6 3 4


2 3 4 3 3 16 9 3 3


a i b i b i a i


A A
 s z az b


B M a i b i a i i a i i


b i a i b i a i b i


i i


a i i a ii i a i





         


   


                    


   


 


            


 


                 








Soit le rapport 2


3 et l’angle 
 2


 . On pouvait aussi calculer 

 , 1
 arg M 1 A

B A


z z


AB AM


z z





 



 uur uuuuur


 et


1 ...


AM
 AB 


3. Comme c’est la même chose que ce qu’on a trouvé, s A
 
 A, etc…

4. a.  1 2


n 3 n


AB  AB  de toute évidence…


b. Suite géométrique de premier terme  15


AB 2 , de raison 2
 3, 



 



 


2 ln 0,02/ 15


15 2 2 0,02


10 16,33


2 3 3 15 ln 2/ 3


n n


ABn             n    d’où la première valeur  de  n  est
17.



(14)c. B1M1. Comme on fait un quart de tour à chaque fois, tous les  n  impairs (3, 5, 7…)
 feront revenir Bn sur la droite AB1.


14.


      Similitude, Centres étrangers, juin 2008
 5 points


Le plan complexe est rapporté au repère orthonormal direct ( ; , )O u v   ; l'unité graphique est
 2 cm.


On considère les points A, B, C, D et E d’affixes respectives : 
 2


a , b 2 3i, c3i,  5 3


d  2 i et  5
 e 2.


1. Placer ces cinq points sur un graphique qui sera complété au fil de l'exercice.


2. On  admet   que   deux   rectangles   sont   semblables   si   et   seulement   si   le   rapport   de   la
 longueur sur la largeur est le même pour les deux rectangles.


Démontrer que OABC et ABDE sont deux rectangles et qu'ils sont semblables.


3. Étude d'une similitude directe transformant OABC en ABDE


a. Déterminer l’écriture complexe de la similitude directe s qui transforme O en A et A en
 B.


b. Démontrer que la similitude s transforme OABC en ABDE.


c. Quel est l'angle de la similitude s ?


d. Soit   le centre de cette similitude. En utilisant la composée  s s , démontrer que le
 point  appartient aux droites (OB) et (AD). En déduire la position du point .


4. Étude d'une similitude indirecte transformant OABC en BAED


a. Montrer que récriture complexe de la similitude indirecte s’ qui transforme O en B et qui
 laisse A invariant est :  ' 3 2 3


z  2iz  i où z désigne le conjugué du nombre complexe z.


b. Montrer que s’ transforme OABC en BAED.


c. Dans cette question, toute trace de recherche, même incomplète, ou d'initiative, même
 non fructueuse, sera prise en compte dans l’évaluation.


Démontrer que s’ est la composée de la réflexion d'axe (OA) suivie d'une similitude directe
 dont on précisera les éléments caractéristiques.


15.


      Similitude+ROC, Pondicherry, avril 2008 (c)
 5 points


Partie A


On suppose connu le résultat suivant :


Une   application  f  du  plan   muni   d’un  repère  orthonormal   direct  dans   lui-même   est   une
 similitude directe si et seulement si f admet une écriture complexe de la forme z'az b ,
 où a* et b .


Démonstration de cours : on se place dans le plan complexe.


Démontrer que si  A,B,  A’  et  B’   sont quatre points tels que  A  est distinct de  B  et  A’  est
 distinct de B’, alors il existe une unique similitude directe transformant A en A’ et B en B’.


Partie B


Dans le plan complexe muni d’un repère orthonomal direct ( ; , )O u v   on considère les points
 A, B, C, D d’affixes respectives zA  3i, zB 1 i 3, zC  3i et zD   1 i 3.


1. a. Donner le module et un argument-de chacun des quatre nombres complexes zA, zB, zC


et zD.


b. Construire   à   la   règle   et   au   compas   les   points  A,  B,  C  et  D  (on   prendra   pour   unité
graphique 2 cm).



(15)c. Déterminer le milieu du segment [AC], celui du segment [BD]. Calculer le quotient  B


A


z
 z .
 En déduire la nature du quadrilatère ABCD.


2. On considère la similitude directe g dont l’écriture complexe est z' e zi3 2





  .


a. Déterminer les éléments caractéristiques de g.


b. Construire à la règle et au compas les images respectives E, F et J par g des points A, C
 et O.


c. Que constate-t-on concernant ces points E, F et J ? Le démontrer.


Correction
 Partie A


Démonstration de cours : On a les affixes a, a’, b et b’. Si on a une similitude directe, celle-
 ci s’écrit z'z ; il suffit donc de trouver  et  en fonction de a, a’, b et b’.


' '


' '


'


' ' ' ' ( ) '


a a a a b a


A A


B B b b b a b a ab aa


    


    


 


   


   


    


         


     


 ; valable si a b , soit A et B distincts.


Partie B


A 3


z   i, zB 1 i 3, zC  3i et zD   1 i 3.
 1. a. 


5


3 1 6


3 2 2


2 2


i


zA i i e


 


 


      


   ;  1 3 3


1 3 2 2


2 2


i


zB i i e





 


     


   ; 


3 1 6


3 2 2


2 2


i


zC i i e


  


       ; 


2


1 3 3


1 3 2 2


2 2


i


zD i i e


  


       .


b. Les points sont sur le cercle de centre O, de rayon 2 (cercle de diamètre [PQ]) ; B est un
sommet de triangle équilatéral, D est diamétralement opposé à B, A’ est sur la bissectrice
de QOD  et A est tel que l’arc AQ QA ' ; C est diamétralement opposé à A (traits pointillés
noirs sur la figure).



(16)F
 E


C


A
 A'


a


Q
 v


u


D


B
 O P=J


c. zAzC 0, zBzD 0, le milieu est O. 


5 3


3 3 6 6 2


5
 6


2
 2


i i i i i


B
 A i


z e


e e e


z e


    





    





     donc (OA) et (OB)


sont orthogonales de même que (AC) et (BD). ABCD est un carré : diagonales se coupant à
 angle droit en leur milieu et de même longueur.


2. On considère la similitude directe g dont l’écriture complexe est z'e zi3 2.


a.  3 2 1 1 3 2 1 3 2 2 3


2 2 2 2


i i


e i i e


 


        


              :  g  est la rotation de centre
 B, d’angle 


3


 .


b. J est déjà construit puisqu’il s’agit de P. Par ailleurs il s’agit de triangles équilatéraux : on
 construit   les   deux   cercles   de   rayon  AB,   de   centre  A  et   de   centre  B ;   une   des   deux
 intersections est E ; même chose avec les cercles de rayon BC, de centres B et C (en rouge
 et vert sur la figure).


c. E,  J  et  F  sont   alignés :  zJE e zi3 A 2 2 e zi3 A


 


 


   


  ;  zJF e zi3 C 2 2 e zi3 C


 


 


   


   et  zC  zA


donc JE JF JE FJ


 : J est le milieu de [EF]. 


On aurait pu utiliser le fait que O est le milieu de A et C, soit en faisant la rotation on garde
 l’alignement et le milieu.


16.


      Similitude, Polynésie, sept 2007
 5 points


Pour cet exercice, les figures correspondant aux parties A et B sont fournies ci-dessous. 


Le plan complexe est rapporté à un repère   orthonormal direct  ( ; , )O u v  . On considère un
triangle OAB et une similitude directe   de centre O, de rapport  et d’angle .



(17)A B
 y


H


v


u x


O


Soit : 


- les points A’ et B’ images respectives des points A et B par la similitude   ;
 - les points I, milieu du segment [A’B] et J, milieu du segment [AB’] ;


- le point M milieu du segment [AA’] ;


- le point H, projeté orthogonal du point O sur la droite (AB) et le point H’ image du point H
 par  .


Partie A    : Etude d’un exemple


Dans cette partie, le point A a pour affixe  6 4i, le point B a pour affixe  2 4 i, et le point
 H a donc pour affixe 4i.


La similitude   est la similitude directe de centre O, de rapport 1


2 et d’angle 
 2


 .
 1. Déterminer les affixes des points A’, B’ et H’.


2. Montrer que la droite (IJ) est perpendiculaire à la droite (HH’).


Partie B    : Etude du cas général


1. a. Montrer que H’ est le projeté orthogonal du point O sur la droite (A’B’).


b. Montrer que  1
 MI 2AB


 


. On admet que  1 ' '
 MJ 2A B


 


.
 c. En déduire que MJ OH'


MI  OH  et que 

 MI MJ,  
 OH OH , '
 k 2 , k

 .


2. On appelle s la similitude directe qui transforme M en O et I en H. On note K l’image du
 point J par la similitude s.


a. Montrer que OK OH ', puis que 

OK OH , '
   0 k 2 , k .

b. En déduire que le point H’ est l’image du point J par la similitude s.


3. Montrer   que  

 IJ HH , ' 
  MI OH, 
 k 2 , k .   Montrer   que   la   droite   (IJ)   est
perpendiculaire à la droite (HH’).
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