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Exercice 1



Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul,



1
2 + 2
2 + … + n
2 = 
n(n 1)(2n 6 1).


Corrigé


On note, pour tout entier naturel n nonul, Pn la propriété : 12 + 22 + … + n2 = 


6


1)
 1)(2n 


n(n  


.


 P1 est vérifiée car le premier membre de l’égalité précédente se réduit à 12 donc à 1, et le second 
 membre est égal à : 


6
 3
 2
 1 


 qui est encore égal à 1.


 On suppose alors que la propriété Pn est vraie pour un entier n de N* et on démontre qu’elle est 
 encore vraie au rang (n + 1) c’est-à-dire que :


12 + 22 + … + n2 + (n + 1)2 = 


6


3)
 2)(2n 
 1)(n 


(n   


.
 Or      12 + 22 + … + n2 + (n + 1)2 = 


6


1)
 1)(2n 


n(n  


 + (n + 1)2 par application    
 de l’hypothèse de récurrence. Donc :


       12 + 22 + … + n2 + (n + 1)2 = 


6


1)
 6(n 
 1)


1)(2n 


n(n     2


       =  
 


6


1)
 6(n 
 1)


n(2n 
 1)


(n    


       =  
 


6


6
 7n 
 2n


1)


(n  2  


       = 


6


3)
 2)(2n 
 1)(n 


(n   


.
 Par conséquent la propriété Pn + 1 est encore vraie.


On en déduit, par récurrence, que 


12 + 22 + … + n2 = 


6


1)
 1)(2n 


n(n  


 pour tout n de N*.



EXERCICES  -  LES  SUITES  NUMERIQUES



(2)
Exercice 2



On considère la suite (u
n) définie par u
0 = 15 et, pour tout n  N, u
n+1 = 1,4u
n – 5.



1. On introduit la suite (w
n) définie sur N par : w
n = u
n+1 - u
n.      



     a. Montrer que (w
n) est une suite géométrique.



         En préciser la raison et le premier terme.



     b. On pose, pour n  0, S
n = w
0 + w
1 + … + w
n.          Montrer, par récurrence, que S
n = u
n+1 - u
0.



2. Déduire de ce qui précède une expression de u
n en fonction de n.



3. Déterminer le comportement à l’infini de la suite (u
n). 



(3)Corrigé


1. a. Par définition des suites (un) et (wn), pour tout n de N,
 wn+1 = un+2  - un+1  


      = (1,4un+1  - 5) - (1,4un  - 5)
       = 1,4(un+1 - un)


      = 1,4 wn.


On en déduit que la suite (wn) est une suite géométrique de raison q = 1,4.


Son premier terme est w0 = u1  - u0 où u0 = 15 et u1 = 1,4u0 – 5 = 16.


En conclusion,


    


    b. Soit la propriété Pn : “Sn = un+1 - u0” dans laquelle n désigne un entier naturel.


 P0 est vraie car S0 = w0 et u1 - u0 = w0 donc S0 = u1 - u0.


 On suppose que la propriété Pn : “Sn = un+1 - u0” est vraie pour un certain rang n et on démontre 
 que, sous cette hypothèse, elle est encore vraie au rang (n + 1), c’est-à-dire que Sn+1 = un+2 - u0.  
 Au rang (n + 1), on a :


Sn+1 = w0 + w1 + … + wn + wn+1


      = Sn + wn+1


      = (un+1 - u0) + wn+1 en appliquant l’hypothèse de 
 récurrence


      = (un+1 - u0) + (un+2 – un+1) par définition de la suite (wn)
       = un+2 – u0.


Par conséquent la propriété Pn+1 : “Sn+1 = un+2 - u0” est encore vraie.


On en déduit par récurrence que,


 2. Par définition de Sn , cette somme est celle des (n + 1) premiers termes de la suite géométrique 
 (wn) de premier terme w0 = 6 est de raison q = 1,4. La raison de la suite (wn) étant différente de 1, 
 on a :


Sn = 


0,4
 -
 (1,4)
 -
 1 1
 q S


-
 1


q
 w 1


1
 n
 n


1
 n
 0





   


   .


De la relation Sn = un+1 - u0 démontrée dans la question précédente, on déduit, en particulier, que :
 Sn-1 = un - u0  un = Sn-1 + u0 , pour tout entier naturel non nul n.


Comme Sn-1 = 
 2


5 [(1,4)n – 1], on peut écrire que un = 
 2


5 (1,4)n – 
 2


5  + 15 pour tout entier naturel 
 non nul n soit un = 15(1,4)n + 


2


25 . Cette expression de un étant également vraie pour n = 0, on 
 peut conclure que :


3. Comme – 1 < 1,4 < 1,  lim(1,4)n 0


n 





  et donc :


(wn) est la suite géométrique de raison q = 1,4 et de premier terme est w0 = 1.


quel que soit l’entier naturel n, Sn = un+1 - u0.


un = 
 2


5 (1,4)n + 
 2


25 pour tout entier naturel n.


la suite (un) est convergente et converge vers 0.



(4)
Exercice 3



On considère la suite (u
n) définie par :



 



    



 u     2n  3 



u 1   u



n 1  n 



0   pour tout entier naturel n.



1. Etudier la monotonie de la suite (u
n).



2. a) Démontrer que, pour tout entier naturel n, u
n > n
2.     b) Quelle est la limite de la suite (u
n) ?



3. Conjecturer une expression de u
n en fonction de n, puis démontrer la propriété  ainsi conjecturée.



(France Métropolitaine – juin 2004)



(5)Corrigé


1. Par définition de la suite (un), pour tout n de N,


un + 1 - un = 2n + 3   et   2n + 3 > 0.


Donc


2. a) Soit Pn la propriété :  
« 
un > n2» 
où n désigne un entier naturel.

 On vérifie que P0 est vraie. En effet, par hypothèse, u0 = 1 et 1 > 02
.


 On suppose la propriété Pn vraie pour un entier naturel n et on démontre que Pn + 1 est encore vraie, 
 c’est-à-dire que : un + 1 > (n + 1)2
.


Par définition de la suite (un), un + 1 = un + 2n + 3.


En appliquant l’hypothèse de récurrence on obtient : un + 1 > n2 + 2n + 3 
        soit un + 1 > (n2 + 2n + 1) + 2
        ou encore un + 1 > (n + 1)2 + 2.


Par conséquent on a bien un + 1 > (n + 1)2
.


Donc Pn + 1 est encore vraie.


On en déduit par récurrence, que :


    b)  





 n
 lim 2


n .


On déduit de l’inégalité précédente, par comparaison, que : 
 3. Par définition de la suite (un) on peut écrire successivement :


u1 = u0 + 20 + 3
 u2 = u1 + 21 + 3
 u3 = u0 + 22 + 3


………


       un = un - 1 + 2(n – 1) + 3.


En additionnant membre à membre ces égalités on obtient :


u1 + u2 + u3 + … + un = u0 + u1 + u2 + u3 + … + un - 1 + 2(0 + 1 + 2 + 3 + … + (n – 1)) + 3n.


En simplifiant les termes communs de part et d’autre de l’égalité et sachant que : 0 + 1 + … + (n -1) 
 est la somme des n premiers termes de la suite arithmétique de premier terme 0 et de raison 1 soit :


0 + 1 + 2 + 3 + … + (n – 1) = 
 2


1 n(n – 1)
 il vient :


un = 1 + 2


2


1 n(n – 1) + 3n   ou encore   un = n(n + 2) + 1.


Soit donc Pn la propriété : 
« 
un = n(n + 2) + 1 » 
où n désigne un entier naturel.

 On vérifie que P0 est vraie car, par hypothèse, u0 = 1 et n(n + 2) + 1 = 02 + 1 = 1.


 On suppose que Pn est vraie pour un entier naturel n et on démontre que Pn + 1 est encore vraie c’est-
 à-dire que : un + 1 = (n + 1)(n + 3) + 1.


Par définition de la suite (un), un + 1 = un + 2n + 3.


En appliquant l’hypothèse de récurrence on peut écrire que :
 un + 1 = [n(n + 2) + 1] + 2n + 3
        = (n2 + 4n + 3) + 1
        = (n + 1)(n + 3) + 1.


Donc Pn + 1 est bien vérifiée.


On en déduit par récurrence, que :


la suite (un) est strictement croissante sur N.


un > n2  pour tout n de N.








 


 u
 lim n


n


un = n(n + 2) + 1 pour tout n de N.



(6)
Exercice 4 



On rappelle que, pour tout entier naturel n non nul,



1
2 + 2
2 + … + n
2 = 
n(n 1)(2n 6 1).



Soit P le plan rapporté à un repère  
O;i , j  . On note J l’ensemble {1, 2, …, n} des n  premiers entiers naturels non nuls. On appelle M
(m, p) le point de coordonnées (m, p)  dans le repère  
O;i , j  , (m, p) appartenant à JJ. On affecte chaque point M
(m, p) du  coefficient m ; on note  
M(m,p)  ,m  le point pondéré obtenu.



    a. Déterminer, dans le repère  
O;i , j  , les coordonnées du barycentre G
1 du système 



 




 M(1,p)  ,1  ;pJ , obtenu pour m = 1.



Déterminer, dans le repère  
O;i , j  , les coordonnées du barycentre 
Gm0 du système 



 



 M
(m0 ,p)  , m
0  ; p  J  , obtenu pour m = m
0.



    b. En déduire les coordonnées du barycentre G du système 



 




 M(m,p)  ,m  ;(m,p)JJ .



(Partie d’exercice - Dijon – 1986)



(7)Corrigé


a. Le système 
 
M(1,p)  ,1
  ;pJ
 admet un barycentre G1. En effet, le poids du système (= n, car il y a n 
 points M(1, p) distincts, chacun étant affecté du poids 1) est non nul (n  0 par hypothèse).

Soit x1 et y1 les coordonnées de G1 :



  1) n(n 



2 1 n   y 1    1  x n  ... 



 2  1 n   y 1



n n)1(



  x 1



1 1 1



1



 



 















 



 







 


















En conclusion


Le système 
  M
(m0 ,p)  , m
0  ; p  J 
 admet un barycentre Gm0. En effet, le poids du système (= nm0, car il y 
 a n points M(m0 ,p) distincts, chacun étant affecté du même poids non nul m0, m0  J) est non nul.

Soit xm0 et ym0 les coordonnées de Gm0 :


G1 a pour coordonnées  





 





 


2
 1
 , n 


1 .



(8)
     



 



 



 



 



 







 











 







 



 







 











 







 











 







 











 











 







1) (n  2 n m 1 mn   y 1



m  x



n ...  



3  2  1 mn m



  y 1 mn mn   x 1    nm ... 



 3m   2m   mn m   y 1



m ...  



m   mn m   x 1



0 0 m



0 m



0 0 m



2 0 0 m



0 0 0 0 0 m



2 0 2 0 2 0 0 m



0 0 0 0



0 0


En conclusion,


b. Le système 
 
M(m,p)  ,m
  ;(m,p)JJ
 admet un barycentre G. En effet, le poids du système est égal à :
 n(1 + 2 + … + n) = 

2


1 n2(n + 1)


et donc non nul, car il y a n points distincts M(m0 ,p) pour une valeur m0 fixée, et il y a n valeurs m0 possibles.


En utilisant les barycentres partiels on peut écrire que G est aussi le barycentre du système :



       




 G1  ,n  ,G2  ,2n  ,G3 ,3n  ,...  ,Gn  ,n2 
.
 Donc les coordonnées (x, y) de G s’écrivent :

m0


G  a pour coordonnées  





 





 


2
 1
  ;n 


m0 .



(9)
   



 



 







 



















 



 







 







 











 



 











 











 







 







 



 







 







 



 



 



 



















 







 1)  2 n(n  1 n  y  1



6 1)  1)(2n  n(n  1)  n(n   x  2



 n   ...  3   2  2  1



1 n  1)  (n n  y  2n



n  ...



  3   2   1)  1 (n n  x  2n    2 n  ... 1 n  2    3n   1 n  2 2n   1 n  2 n 1 n  1)  n(n   y  2



nn   ...  



3n   2 n   1)  1n (n n  x  2



2



2 2 2 2 2 2



2 2



2 2 2


Donc 


G a pour coordonnées  





 





  


2
 1
 , n 
 3


1


2n  .



(10)
Exercice 5 



A tout réel a on associe la suite u définie par :



u
0 = a   et, pour tout n de N, 
un 1661660un 3. 1. Pour quelle valeur de a la suite u est-elle constante ?



2. Lorsque u n’est pas constante, on considère la suite v définie par : pour tout n de N, v
n = u
n - 1983.



    a. Montrer que v est une suite géométrique.



    b. En déduire une expression du terme général u
n de la suite u en fonction de n et de a.



Etudier alors la convergence de la suite u.



    c. Exprimer en fonction de n et de a la somme : S
n = u
0 + u
1 + … + u
n.



En déduire 
 




 











 n


lim Sn


n 
.



(Exercice – Paris – série E – 1983 R)



(11)Corrigé


1. La suite u est constante sur N si, et seulement si, pour tout n de N,
 un + 1 = un    un 3 un


661


660  


        un  = 1983.


On en déduit donc que si la suite u est constante alors u0  = 1983 ou encore, a = 1983.


Réciproquement, si u0  = 1983, alors u1  =  u 3
 661
 660


0  soit, tous calculs faits, u1  = 1983.


On suppose alors que un  = 1983 pour un entier naturel n. On obtient, par le même calcul :


un + 1  =  u 3


661
 660


n  soit un + 1 = 1983.


On en déduit ainsi, par récurrence, que, si u0  = 1983 (c’est-à-dire a = 1983), alors la suite u est constante.


En conclusion,


2. On suppose désormais a  1983.


    a. On considère la suite v de terme général vn = un – 1983. Alors, pour tout n de N,



 


n
 n
 n
 n
 n
 n
 1 
 n 
 1 
 n 



661 v 660



1983  -  661 u



660 661



1983 660  -  660u



661



661 660 3  -  660u 661



661 1980  -  660u



1983  -  3  661 u 660



1983  -  u  v











 







 



 












 




On déduit de ce dernier résultat que la suite v est une suite géométrique de raison q = 
 661
 660 .
     b. Comme v0 = u0 – 1983 c’est-à-dire v0 = a– 1983, on peut écrire que, pour tout n de N,


n


n 661


1983) 660
 -
 (a


v 





 





  ,


et comme un = vn + 1983 pour tout n de N, on obtient une expression du terme général de la suite u en 
 fonction de n et de a, soit :


La suite géométrique v est convergente et converge vers 0 car  1
 661
   660
 1


-   . 


la suite u est constante si, et seulement si, a = 1983.


pour tout n de N, un = (a – 1983)


n


661
 660





 





 + 1983.



(12)Par conséquent :


   


c. Par définition de la somme Sn, pour tout n de N,


Sn = u0 + u1 + …. un +


       = (v0 + 1983) + (v1 + 1983) + … + (vn + 1983) 
        = 




 n


0
 k 


vk + 1983(n + 1)  
 La raison de la suite v est différente de 1, donc :


Sn = (a – 1983) 1983(n  1)


1
 661-
 660


1
 661 -


660 n  1











 





 


ce que l’on peut encore écrire :


Alors, pour tout n de N*,





 


 




















 





 





 





n
 1 1
 n 1983
 1
 661


- 660
 1
 1983)
 -
 661(a
 n


Sn n  1


.


En observant que  0


n
 lim 1


n 








 , on obtient :


la suite u est convergente et lim  u= 1983.


pour tout n de N, Sn = 661(a – 1983)

















 





 





 n 1
 661
 - 660


1 + 1983(n + 1).


n 1983
 lim Sn


n 












(13)
Exercice 6 



La suite (u
n) définie sur N par u
0 = 0 et la relation 
u 2uu 43

n
 n
 1


n 


 


 
.



1° On admet que, pour tout n  1, 0 < u
n < 1.



Montrer que la suite (u
n) est croissante.



2° On considère la suite (v
n) définie sur N par 
v uu 31

n
 n


n 


  
.



    a) Montrer que la suite (v
n) est géométrique. On précisera sa raison et son premier terme.



    b) En déduire la limite de la suite (v
n).



3° a) Exprimer u
n en fonction de v
n.



     b) En déduire le comportement à l’infini de la suite (u
n).



(14)Corrigé


1° Pour tout n de N, 



4  u



3) (u 1) (u -



4  u



3  2u  -  u -



4  u



4) (u u  -  3  2u



u  4  -  u



3  u  2u



-  u


n
 n
 n


n
 n
 2
 n


n
 n
 n
 n


n
 n


n
 n
 1
 n











 







 











 







 





Sachant que, pour tout n  1, 0 < un < 1, chacun des facteurs (un + 3) et (un + 4) est strictement positif pour n 


 1, et un – 1 < 0on en déduit que : un+1 - un > 0 pour tout n  1.


D’autre part, u1 = 
 4


3  donc u1 > u0.


En conclusion, la suite (un) est strictement croissante sur N.  


2° a) Notons que, compte tenu de la propriété : pour tout n  1, 0 < un < 1, et sachant que u0 = 0, la suite (vn) 
 est bien définie. Et, pour tout n de N, 



   



   



 


n
 n
 n


n
 n


n
 n


1
 n


1
 n
 1
 n



5 v 1



3  u 5



1  -  u



4  u 3  3  2u



4  u  -  3  2u



3  u



1  -  v u







 



















 



 





 


Ce calcul permet de conclure que 


la suite (vn) est géométrique, de raison 
 5


1  et de premier terme v0 = 
 3


 1.
      b) Comme – 1 < 


5


1 < 1, la suite (vn) est convergente et lim vn 0





 .


3° a) Pour tout n de N,



 
 donc  v 1

5
 1
 3
 -1
 où   v
     
 1
 -
 3v
 1
 -
 v
 3 u


u
 1
 -


v u n


n
 n


n
 n


n
 n


n


n  





 





 





 


 .


En conséquence,


     b) Comme lim vn 0





 , la suite (un) est convergente et lim un 1





 .


pour tout n de N,
 1
 -
 v


1
 -
 u 3v


n
n
n 



(15)
Exercice 7



Soit a et b deux réels strictement positifs.



On définit la suite (u
n) pour tout entier naturel n par :



u
0 = a ; u
1 = b ; u
n+2 = u
n+1 + 6u
n.



On considère les suites (v
n) et (w
n) définies pour tout entier naturel n par : v
n = u
n+1 - 3u
n   et   w
n = u
n+1 + 2u
n.



1. Montrer que (v
n) est une suite géométrique de raison (- 2) et de premier terme  v
0 = b – 3a.



Déterminer, pour tout entier naturel n, v
n en fonction de n, a et b.



2. Montrer de même que (w
n) est une suite géométrique et déterminer w
n en fonction de n,  a et b.



3. En déduire, pour tout entier naturel n, u
n en fonction de n, a et b.



4. Montrer que, si (u
n) est une suite géométrique, alors sa raison ne peut être que (- 2) ou 3.



5. Déterminer la limite de la suite (u
n).



(Exercice – ESME SUDRIA – 7 mai 2003)


Corrigé


1. On calcule : vn+1 = - 2vn. Donc (vn) est une suite géométrique de raison (- 2). Son premier terme est :
 v0 = u1 - 3u0 = b – 3a.


Donc, vn = (- 2)n(b – 3a).


2. De même, on calcule : wn+1 = 3wn. Donc (wn) est une suite géométrique de raison 3. Son premier terme 
 est :


w0 = u1 + 2u0 = b + 2a.


Donc, wn = 3n(b + 2a).


3. Du système 



 
























n
 1
 n
 n


n
 1
 n
 n



2u    u  w



3u  -  u  v


on déduit que 5un = wn - vn donc : 


4. On calcule u0 = a et u1 = b.


Par hypothèse (un) est une suite géométrique donc sa raison est donnée par : uu ab


0


1  (a est strictement 
 positif par hypothèse).


Sachant que u2 = b + 6a, les réels a et b doivent alors vérifier : u2 = 
 a


b u1 ce qui permet d’aboutir à 


l’équation :  -6 0


a
 - b
 a


b2 





 





 dont les solutions sont (- 2) et 3.


5. Les réels a et b étant strictement positifs par hypothèse, en écrivant : un = 
 5
 3n


[b + 2a - 


n


3
 2





 


  (b – 3a)]


on peut conclure que    





 


 








  





 0et lim 3


3
 lim 2
 car 
 u


lim n


n
 n


n n


n .


5


3a)
 -
 (b
 2)
 (-
 -
 2a)
 (b
 u 3


n
 n


n


 



(16)
Exercice 8



On définit la suite réelle (u
n) par u
0 = 0, u
1 = a, et, pour tout n de N, u
n+2 = pu
n+1 – (p – 1) u
n, où p appartient à 
+-{0, 1, 2}.



1. On pose pour tout n de N, w
n = u
n+1 - u
n ; montrer que (w
n) est une suite géométrique et  calculer w
n en fonction de p, n et a.



2. On pose pour tout n de N, t
n = u
n+1 – (p – 1) u
n ; montrer que (t
n) est une suite constante      et calculer t
n en fonction de a.



3. Calculer u
n en fonction de w
n et t
n, puis en fonction de p, n et a.



(Exercice – Bac C – Lille 1978)


Corrigé


1. Par définition de la suite (wn), pour tout n de N,


wn+1 = un+2  - un+1


       =  pun+1  - (p – 1)un - un+1


       = (p – 1)(un+1 - un)
        = (p – 1)wn


On en déduit que la suite (wn) est une suite géométrique de raison (p – 1).


Le premier terme de cette suite est w0 = u1  - u0  soit w0 = a.


En conclusion,


2.  Par définition de la suite (tn), pour tout n de N,


tn+1 = un+2  - (p – 1)un+1


       =  pun+1  - (p – 1)un – (p – 1)un+1


       = un+1 - (p – 1)un


       = tn


On en déduit que la suite (tn) est une suite constante.


Donc son terme général est égal à son premier terme t0 = u1  - (p – 1)u0  soit t0 = a.


En conclusion.


3. Par définition des suites (wn) et (tn), pour tout n de N,


wn - tn = [un+1  - un] - [un+1  - (p – 1)un]
       = (p – 2) un.


On en déduit que,


Compte tenu des expressions des termes généraux des suites (wn) et (tn) déterminés dans les deux 
 questions précédentes, on peut encore écrire que :


pour tout n de N, wn = a(p – 1)n.


pour tout n de N, tn = a.


n
 naturel
 entier 
 l'
 soit 
 que
 quel
 2  ,


-
 p


 t
 -
 un wn n


pour tout n de N, 


2
 -
 p


a
 -
 1)
 -
 u a(p


n


n  .
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Exercice 9



Soit (u
n)
nN, la suite définie par : 
u 0  et  u 2uu 43

n
 n
 1
 n


0 


 


  
.



1. Calculer u
1 et u
2.



2. Montrer par récurrence que, pour tout n de N*, u
n > 0.



3. Montrer que, pour tout n de N, (u
n+1 – 1) a le signe de (u
n – 1) puis que (u
n+1 – 1) a le  signe de (u
0 – 1). En déduire que u
n < 1.



4. D’une manière semblable, montrer que la suite (u
n)
nN, est croissante ; en déduire sa  convergence.



5. Soit (v
n)
nN, définie par 
v uu  -13

n
 n


n  
.



    a. Exprimer v
n+1 en fonction de v
n.



    b. Déterminer la nature de la suite (v
n)
nN.



    c. Exprimer v
n en fonction de n et calculer sa limite.



    d. En déduire la limite de la suite (u
n)
nN.



(Exercice – ESME SUDRIA – 26 avril 2003)


Corrigé


1.  19


u 18
 4  ,


u1 3 2  .


2. Cette démonstration par récurrence est immédiate.


3. On trouve que, pour tout n de N, 


4
 u


1
 -
 1 u


-
 u


n
 n
 1


n   où un + 4 > 0 donc un+1 – 1 et un – 1 sont de même 
 signe. On démontre alors par récurrence, sur l’entier naturel n, que un+1 – 1 (ou un – 1) est de même signe 
 que u0 – 1. Comme u0 – 1 = - 1 on en déduit que un – 1 < 0 soit un < 1.


4. La difficulté de cette question tient à sa formulation : « D’une manière semblable … ». Il fallait alors 
 calculer un+1 – un en fonction de un – un-1. On trouve : 



 



   
où u 4
u 4
 0
 4

u
 4
 u


u
  -
 u
 u 5


 -


u n n-1


1
 -
 n
 n


1
 -
 n
 n n


1


n   





 


 .


De même que précédemment, on démontre par récurrence sur l’entier naturel n, que un+1 – un a même 
 signe que u1 – u0. Sachant que u1 – u0 > 0, on en déduit que la suite (un)nN est croissante.


La suite (un)nN étant croissante et majorée par 1, elle converge.


5.  a. On démontre que :  n 1 vn


5


v  1 , pour tout n de N. 


     b. Et on conclut que (vn)nN est une suite géométrique de raison 
 5


1 . Son premier terme est 


3
 -1
 v0  .
      c. D’où 


n


n 5


1
 3
 -1


v 





 





  . Comme  1, lim v 0


5
 1 1


- n


n 





  .


     d. Pour tout n de N, vn  1 ce qui permet d’exprimer un en fonction de vn. On obtient :


n
 n
 n 1- v


3v


u 1  d’où   lim un 1


n 





 .
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Exercice 10



Dans le plan rapporté à un repère  
O;i , j , on désigne par A et B les points définis par


j
 OB
 et 
 i


OA   
.



Soit v un réel donné ; on construit une suite de points (A
n)
nN de la façon suivante : A
0 est le barycentre de (O, 1 + v) et (A, - v)



A
1 est le barycentre de (A
0, 1 + v) et (O, - v)



A
n+2 est le barycentre de (A
n+1, 1 + v) et (A
n, - v) pour tout n de N.



On désigne par x
n l’abscisse de A
n.



1. Démontrer que pour tout n de N : x
n+1 = vx
n - v.



2. On suppose, dans cette question, v = 1.



Exprimer x
n en fonction de n et étudier la limite de la suite (x
n)
nN. 3. On suppose v  1.



    a) On pose, pour tout n de N :  X
n = x
n + ,  désignant un nombre réel. Déterminer   pour que la suite ( X
n)
nN soit géométrique.



    b) Exprimer  X
n puis x
n en fonction de n et v.



    c) Etudier la limite de la suite (x
n)
nN pour v = 0 et v = - 1.



    d) Etudier les suites (A
n)
nN pour v = 0 et v = - 1.


Corrigé


1. Quel que soit le réel v, (1 + v) + (- v)  0 donc les barycentres A0, A1, et quel que soit l’entier n, An+2


existent.


Soit Pn la propriété « xn+1 = vxn – v » où n est élément de N.


 On vérifie que la propriété P0 est vraie c’est-à-dire que x1 = vx0 – v.


A0 est le barycentre des points pondérés (O, 1 + v) et (A, - v) ce qui équivaut à écrire :


v
 v


v)OO- OA  x
 (1


OA0    0  .


A1 est le barycentre des points pondérés (A0, 1 + v) et (O, - v) ce qui équivaut à écrire :


0
 1


0


1 (1 )OA - OO  x (1 )x


OA  v v   v .


On en déduit que : x1 = vx0 + x0  x1 = vx0 – v.


Donc la propriété P0 est  bien vérifiée.


  On suppose maintenant que la propriété Pn est vraie à un certain rang p c’est-à-dire que xp+1 = vxp – v 
 et on démontre qu’elle est encore vraie au rang (p + 1) c’est-à-dire que xp+2 = vxp+1 – v.


Sachant que Ap+2 est le barycentre des points pondérés (Ap+1, 1 + v) et (Ap, - v) ce qui équivaut à écrire :


p
 1
 p
 2


p
 p
 1


p
 2


p (1 )OA - OA  x (1 )x x


OA   v  v    v  v .


D’après l’hypothèse de récurrence vxp = xp+1 – v, xp+2 = (1 + v)xp+1 - xp+1 – v  xp+2 = vxp+1 – v.


En conséquence la propriété est encore vraie au rang (p + 1).


 On en déduit par récurrence que la propriété xn+1 = vxn – v est vraie pour tout entier naturel n.


2. Si v = 1 alors xn+1 = xn – 1 pour tout n de N. Donc la suite (xn) est une suite arithmétique de raison 
 (- 1). Son premier terme est x0 = - 1, par conséquent,


3. On suppose v  1.


pour tout n de N, xn = - 1 – n et   





 x -


lim n


n



(19)    a) Pour tout n de N, Xn = xn +  donc Xn+1 = xn+1 +  ou encore, d’après la question 1.,
 Xn+1 = vxn – v + 


       = v(xn + ) - v - v + 
        = vXn + (- v + 1) – v


On en déduit que la suite (Xn) est géométrique si, et seulement si, (- v + 1) – v = 0, c’est-à-dire si, et 
 seulement si,


le réel v étant différent de 1 par hypothèse.


    b) Dans ces conditions, (Xn) est la suite géométrique de raison v et de premier terme X0 = x0 +  soit
 v


v
 -
 X 1


2


0  .


En conséquence, pour tout entier naturel n et pour tout réel v de  - {1}, 


De plus, Xn = xn +   xn = Xn - , pour tout n de N. On en déduit alors l’expression de xn en fonction de 
 n et de v.


Pour tout entier naturel n et pour tout réel v de  - {1},


    c) Si v = 0 alors la suite de terme général xn est la suite constante nulle donc,


 Si v = - 1, alors vn+1 = - 1 si n est pair et vn+1 = 1 si n est impair. 


Donc


Dans ce cas la suite de terme général xn n’admet pas de limite. Elle est divergente.


    d) On déduit de la construction de la suite de points An que ceux-ci sont situés sur l’axe de repère




O;i 
. Les résultats de la question précédente permettent alors de conclure que :
 v

v
 -
  1





Xn = 
 v
 v


-
 1


n2


)
 -
 - (


xn 1 vn 1 v
 v


v 





si v = 0 alors,  lim xn 0


n 








si v = - 1 alors, x2p = 0 et x2p+1 = - 1 pour tout p de N.


si v = 0 alors An = O pour tout n de N,


si v = - 1 alors A2p = O et A2p+1 = A pour tout p de N.
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